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AVERTISSEMENT. 


Exposer  les  principes  fondamentaux  de  la  Méca- 
nique céleste  à l’aide  de  démonstrations  assez  simples 
pour  être  introduites  dans  l’enseignement  supérieur, 
tel  est  le  but  que  je  me  suis  proposé  dans  cet  Ouvrage, 
dont  l’idée  première  m’a  été  suggérée  par  les  leçons 
que  j’ai  professées  à la  Faculté  des  Sciences  de  Besan- 
çon, de  1 855  à 1860. 

Les  deux  premiers  chapitres  sont  consacrés  à l’étude 
du  mouvement  des  centres  de  gravité  des  corps  qui 
constituent  le  système  solaire.  Dans  la  première  ap- 
proximation de  ce  mouvement,  les  seules  choses  sail- 
lantes que  j’aie  à mentionner  sont  les  méthodes  de 
Gauss  pour  le  calcul  des  éléments  elliptiques  des 
planètes  et  des  comètes,  méthodes  qui,  malgré  leur 
fréquente  application,  ne  sont  indiquées  ni  dans  la 
Mécanique  céleste  de  La  plate,  ni  dans  l’ Exposition  ana- 
lytique du  système  du  monde  de  M.  de  Pontécoulant. 
Quant  à la  question  des  perturbations,  qui,  par  sa  na- 
ture même,  est  essentiellement  un  problème  d’Analyse, 
où  la  Géométrie  ne  peut  pas  intervenir  d’une  manière 
bien  utile,  je  l’ai  traitée,  comme  on  le  fait  habituelle-: 
ment,  en  faisant  l’application  de  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires.  C’est  surtout  dans 
ce  cas  spécial  que  l’on  reconnaît  la  haute  importance  . 
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de  cette  méthode,  due  à l’illustre  Lagrange.  J’ai  cru 
devoir  en  outre  indiquer  en  Note,  à la  fin  du  volume, 
l’application  que  l’on  peut  faire  du  théorème  d’Ha- 
piilton  et  de  Jacobi  pour  arriver  au  même  résultat. 

Dans  le  chapitre  relatif  aux  attractions  des  sphé- 
roïdes, j’ai  pu  introduire  quelques  démonstrations 
géométriques  qui,  je  pense,  apporteront  un  peu  de 
clarté  sur  différents  points  importants  de  cette  partie 
de  la  Mécanique  céleste.  Deux  intégrations  par  parties 
m’ont  permis  de  démontrer  à priori  la  convergence 
du  développement  en  fonctions  sphériques  dans  les 
cas  douteux  auxquels  Laplace  ne  s’est  pas  arrêté.  Pour 
la  détermination  de  la  forme  de  ces  fonctions,  j’ai 
employé  la  méthode  de  Jacobi,  qui  est  l’une  des  plus 
élégantes  et  des  plus  simples. 

Parmi  les  questions  traitées  dans  le  chapitre  relatif 
à la  figure  des  planètes,  je  citerai  l’ellipsoïde  à trois 
axes  inégaux  de  Jacobi;  la  discussion  des  équations 
qui  en  résultent,  de  M.  Meyer,  complétée  et  modifiée 
par  M.  Liouville;  l’hypothèse  de  M.  Roche  sur  la  va- 
riation de  la  densité  dans  l’intérieur  de  la  Terre;  enfin 
le  théorème  de  M.  Liouville  sur  la  stabilité  de  l’équi- 
libre d’une  masse  fluide  animée  d’un  mouvement  de 
rotation,  dont  j’ai  donné  une  démonstration  géomé- 
trique et  que  j’ai  ensuite  appliqué  à la  stabilité  de 
l’équilibre  des  mers. 

Les  propriétés,  dues  à Laplace,  des  lignes  géodé- 
siques  tracées  sur  la  surface  des  sphéroïdes,  ont  été 
déduites  de  considérations  géométriques  sur  le  mou- 
vement d’un  point. 

Dans  le  chapitre  où  je  m’occupe  des  atmosphères 
des  corps  célestes,  j’ai  cru  devoir  emprunter  à M.  Roche 
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des  considérations  qui,  en  tenant  compte  de  l’hypo- 
thèse de  la  force  répulsive  imaginée  par  M.  Faye,  per- 
mettent  d’expliquer  la  forme  des  comètes. 

Je  suis  parvenu  à simplifier  notablement  la  mise  en 
équations  du  mouvement  oscillatoire  de  la  mer  et  de 
l’atmosphère,  la  théorie  du  mouvement  des  corps  cé- 
lestes autour  de  leur  centre  de  gravité.  Je  termine 
enfin  par  deux  études  intéressantes  au  point  de  vue 
de  la  partie  philosophique  de  la  géologie,  l’une  sur 
la  chaleur  centrale  de  la  Terre,  et  l autre  sur  l’équi- 
libre d’élasticité  d’une  croûte  planétaire,  question 
pour  laquelle  j’ai  fait  usage  de  la  belle  méthode  d’in- 
tégration de  M.  Lamé. 

Tel  est  l’exposé  sommaire  des  parties  caractéris- 
tiques de  cet  Ouvrage  qui,  j’ose  l’espérer,  atteindra  le 
but  que  je  me  suis  proposé. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

PREMIÈRE  APPROXIMATION  DU  MOUVEMENT 
DES  PLANÈTES. 


§ I.  — Dû  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE  DES  PLANÈTES. 

\ . — Lois  de  Kepler.  — décélération  des  planètes.  — 
Les  planètes  dans  leur  mouvement  autour  du  Soleil  obéis- 
sent aux  lois  suivantes  que  Kepler  a déduites  de  l'observa- 
tion : 

irc  loi.  — Chaque  planète  parcourt  dans  un  plan  pas- 
sant par  le  centre  du  Soleil  et  autour  de  cet  astre  une 
orbite  dans  laquelle  le  rayon  vecteur  qui  joint  les  centres 
des  deux  astres  décrit  des  aires  proportionnelles  aux 
temps. 

a*  loi.  — La  courbe  décrite  par  le  centre  d une  planète 
est  une  ellipse  dont  le  centre  du  Soleil  occupe  un  des 
foyers. 

3e  Lor.  — Les  carrés  des  durées  des  révolutions  des 
planètes  autour  du  Soleil  sont  proportionnels  aux  cubes 
des  grands  axes  de  leurs  Orbites. 

Nous  rappellerons  que  le  point  de  l’orbite  le  plus  rap- 
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pioché  du  Soleil  se  nomme  le  périhélie , et  le  point  le  plus 
éloigné  Y aphélie. 

Ou  déduit  d’abord  de  la  première  loi  et  du  principe  des 
aires  en  Mécanique,  que  la  direction  de  V accélération  de 
chaque  planète  passe  par  le  centre  du  Soleil. 

Soient  à un  instant  quelconque  : 


r la  distance  du  centre  m d’une  planète  à celui  M du  So- 
leil ; 

v l’angle  formé  par  r avec  une  droite  fixe  Mx  passant 
par  le  point  M et  comprise  dans  le  plan  de  l’orbite; 
cet  angle  est  appelé  1 ' anomalie  vraie  de  la  planète ; 
a le  demi  grand  axe  de  l’orbite' ou  la  distance  moyenne 
de  la  planète  au  Soleil,  dont  la  direction  est  ce  que  l’on 
nomme  la  ligne  des  apsides; 
e l’excentricité  de  l’orbite; 

co  l’angle  formé  par  la  ligne  des  apsides  avec  Mx,  ou  la 
, longitude  dit  périhélie  ; 

T la  durée  d’une  révolution  complète  de  la  planète; 
ç>  l’accélération  du  centre  de  la  planète,  considérée 
comme  positive  ou  négative  selon  qu’elle  sera  dirigée 
vers  le  centre  du  Soleil  ou  en  sens  inverse; 
k le  double  de  l’aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  dans 
l’unité  de  temps. 

' On  a ‘ ; 

(l)  k .T  — lit  a1  ^ \ 

et  d’après  la  première  loi  de  Képler,  < 

( 2 ) • * • r*dv  — k . dt. 


Le  carré  de  l’élément  de  chemin  parcouru  dans  le  temps  dt 
étant  r* dv* dr*,  le  principe  des' forces  vives  donne,  en 
désignant  par  h une  constante, 


r*di’*-\-  dr 1 
d ? 
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ou,  en  éliminant  dt  au  moyen  de  l’équation^a), 


(4) 


x'!  _7’+G*r)  _ =/'-2/^; 


or  l’ellipse  décrite  a pour  équation 

I I -j-  ecos(i<  — w) 

~r~~-  </(i  -e»)  ’ 


(5) 


en  exprimant  y au  moyen  de  r et  réduisant,  l’équa- 
tion (4)  devient  , , 

7.k  i /•  r 

7 = + - a J ?'/r’ 

d’où,  par  la  différentiation, 

/ci  _ *?  1 

(6)  * «"(T—  «’)*  r*’ 

• t . * 

et  comme  e est  plus  petit  que  l’unité,  cette  v.aleur  est  posi- 
live.  Donc,  dans  son  mouvement  elliptique  autour  du  So- 
leil, le  centre  de  chaque  planète  obéit  à une  accélération 
ditigée  vers  le  centre  du  Soleil,  et  qui  varie  en  raison  in-  > 
verse  du  carré  de  la  distance  de  la  planète  à cet  astre  (*). 

En  remplaçant  dans  la  formule  (6)  k par  sa  valeur  tirée 
de  l’équation  (r),  il  vient 

fl1  f 

(7)  1^4*' f,' 

expression  dans  laquelle^  d’après  la-  troisième  loi  de  Ké- 
pler,  le  coefficient  de  est  constant  ; par  conséquent,  V ac- 
célération planétaire  rapportée  à l’unité  dé  distance  a 
la  même  valeur  pour  toutes  les  planètes. 


(*)  On  trouvera  dans  mon  Traité  dr  Cinématique  pure,  p.  ag,  une  démons- 
tration géométrique  dja  cette  proposition. 
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Ces  considérations  sont  évidemment  applicables  à la  pa- 
rabole qui  est  aussi  représentée  par  l’équation  (5)  en  y 
supposant  a — oc  ,e  = i , et  a(i  — e’)  égal  au  demi-para- 
mètre, et  à l’hyperbole  dont  l'équation  s'obtiendra  en  chan- 
geant le  signe  de  a{i  — e*) , e devenant  supérieur  à l’unité. 

2.  Supposonsmaintenant  que  réciproquement  un  point 
matériel  possède  constamment  une  accélération  dirigée 
vers  un  centre  fixe  et  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  à ce  centre,  et  proposons-nous  de  dé- 
terminer'la  nature  de  la  courbe  qu’il  décrit.  Posons  à cet 

effet  (j=^i  (i  étant  une  constante;  l’équation  (4)  devient 


En  considérant  toujours  Av  comme  pôsilif,  on  devra 
prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  — selon  que  r décroîtra  ou 
croîtra  ; les  changements  de  signes  auront  lieu  pour  les 
valeurs  maximum  et  minimum  de  r données  par 


Si  nous  supposons  que  r commence  «à  croître  à partir 
dé  la  position  initiale  du  mobile,  on  devra  prendre  le 
signe  — , et  l’équation  ci-dessus  donnera  en  intégrant,  co 
étant  une  constante  arbitraire, 

k' 

v — tu  =s  arc  cos  — < 

V/[x2-+-/iX’ 
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1 + 


AA 


Ÿ cos(o — w) 


équation  polaire  d’une  section  conique  rapportée  à l’un  des 
foyers.  Celle  Section  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une 

hyperbole  selon  que  l’on  aura  h = o,.-  ou,  en  vertu  de  ré- 
quation (3)  qui  donne  la  signification  de  h, 

. 2ft< 

«■;  — — = o, 

n > 


w0  et  rt  étant  la  vitesse  et  le  rayon  vecteur  correspondant 
à l’instant  initial.  On  voit  ainsi  que  la  nature  de  la  courbe 
dépend  seulement  de  la  grandeur  de  la  vitesse  initiale  et 
non  de  sa  direction. 

De  la  comparaison  des  équations  (5)  et  (8)  on  déduit, 
dans  le  cas  d’un  mouvement  elliptique, 


(9)-' 


k =z\Ja{i  — e’Jp, 


• T . , 

et,  en  désignant  par  w la  vitesse  du  mobile  au  bout  du 
temps  A,  le  principe  des  forces  vives  ou  l’équation  (3) 
dpnne 


(io) 


3.  Principe  de  la  gravitation  universelle.  * — Soient  M 
la  masse  du  Soleil;  /n,  m',  tnf',. . .,  celles  des  planètes; 
r,  r',  r'J , . . . , les  distances  de  leurs  centres  à celui  du 
Soleil.  -• 

Les  dimensions  du  Soleil  et  des  planètes  étant  très-pe- 
tites par  rapport  à leurs  distances  mutuelles,  on  peut,  dans 


■ 


.1 

i 
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une  premiète  approximation,  en  faire  abstraction,  et  sup- 
poser que  ces  astres  sont  réduits  à l’état  de  simples  points 
matériels  ayant  respectivement  les  mêmes  masses,  et  nous 
dirons^  que  le  point  matériel  M exerce  sur  les  masses 

m.m'.m",  les  forces  attractives  a — » a ^-v,a  étant  une 
7 r1  r1 


constante  indépendante  de  m,  ni,  m". 

Si  l’on  considère  cette  attraction  comme  inhérente  à 
l’essence  même  de  la  matière,  il  faut  admettre  qu’inverse- 
ment  les  masses  m,  m ',  m"  attirent  de  la  même  manière  la 
masse  M,  et  avec  une  énergie  égale  et  contraire  à celle  des 
forces  précédentes  d’après  le  principe  de  l’égalité  entre 
l’action  et  la  réaction.  Par  analogie  avec  ce  qui  précède, 

l’attraction  de  m sur  M sera  de  la  forme  a'  bc  pou- 


vant dépendre  que  de  m,  et  comme  a.1 


M 


m 

a —,  et  que  a. 


est  indépêndant  de  m,  il  faut  que  l’on  ait  ai  —'f.m, 
a —f. M,  /étant  une  constante  indépendante  de  la  valeur 
des  masses  attirantes  et  de  leurs  distances.  On  est,  donc 
conduit  à admettre  que  deux  particules  matérielles  s'atti- 
rent mutuellement  suivant  la  droite  qui  les  joint,  propor- 
tionnellement à leurs  masses  et  en  raison  inverse  du  carré 
de  leur  distance  (*).  Tel  est  le  principe  de  la  gravitation 
universelle  dû  à Newton,  basé,  comme  tous  les  principes 


(*)  Ces  actions  mutuelles  ne  sont  pas  les  seules  qui  s'exercent  entre  les 
éléments  delà  matière;  il  en  existe  d'autres  appelées  spécialement  actions 
moléculaires,  dont  l'intensité  devient  très-considérable  à des  distances  ex- 
trêmement faibles  et  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  distances  intermo- 
léculaires, mais  qui  décroissent  avec  une  extrême  rapidité  quand  la  dis- 
tance augmente.  Ces  forces,  auxquelles  sont  dues  la  cohésion,  l’élasticité  des 
solides,  etc./  sont  les  unes  qitraclives,  inhérentes  à l'essence  même  de  la 
matière,  les  atitres  répulsives,  dues  au  calorique.  Mais  les  forces  de  ces  deux 
systèmes,  dont  les  relations  de  grandeur  définissent  les  trois  états  d'un 
corps,  n’étant  appréciables  qu’entre  les  particules  d’un  même  corps,  ne 
jouent  aucün  rôle  dans  les  phénomènes  astronomiques.  En  ce  qui  concerne 
l’équilibre  ou  le  mouvement  des  corps  solides  où  fluides,  elles  neliont  rc- 


I 
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élémentaires  de  la  Physique,  sur  une  extension  théorique 

d’uue  loi  observée,  et  que  pour  ce  motif  il  était  important 
de  vérifier  ultérieurement.  Nous  avons  supposé  en  effet  que 
le  Soleil  et  les  planètes  sont  'des  points  matériels^  tandis 
qu’ils  ontdes  dimensions  appréciables,  quoique  très-petites 
par  rapport  à leurs  distances  mutuelles,  et  qu'ils  sont  com- 
posés d’un  très-grand  nombre  de  ces  points  qui  devraient 
exercer  entre  eux,  de  l’un  à l’autre  corps,  des  attractions 
suivant  la  loi  ci-dessus.  Or  nous  verrous  plus  .loin  que,  en 
raison  de  la  presque  sphéricité  de  ces  astres,  et  de  leur 
grand  éloignement,  lés  résultantes  de  ces  attractions  élé- 
mentaires produisent  le  même  elfet  que  si  les  masses  de  ces 
astres  étaient  concentrées  en  leurs  centres  de  gravité  res- 
pectifs. Le  principe  dp  Newton  se  trouve  donc  compléter 
ment  d'accord  avec  le  phénomène  plus  complexe  en  lui- 
mèmc  observé  par  Kepler,  et  auquel  il  doit  son  origine. 

Le  Soleil,  se  trouvant  sollicité  par  des  actions  attractives 
provenant  des  planètes,  ne  peut  rester  fixe  dans  l’espace, 
et  c’est  en  effet  ce  qui  paraît  résulter  de  l’observation, 
quoique  son  mouvement  s'effectue  en  apparence  avec  une 
très-grande  lenteur.  Si  l’on  suppose  que  l’on  imprime  à 
tous  les  corps  du  système  solaire  une  vitesse  et  une  accélé- 
ration Ÿ égales  et  contraires  à celles  du  centre  du  Soleil 
ramené  par  suite  au  repos,  on  voit  que  pour  une  planète, 


présentées  que  par  îles  résultantes  lictives  auxquelles  on  donne  le  nom  de 
presiipn.  * * * 

L'attraction  proportionnelle  à l'inverse  du  carré  de  la  distance,  due  à la 
gravitation,  est  très-petite  entre  les  corps  de  faible  masse,  tels  que  nous  les 
observons  à la  surface  de  la  Terre;  cependant  elle  est  mise  en  évidence  par 
l’àttraction  des  montagnes  sur  le  fil  à plomb,  et  dans  l’expérience  de  Caveb- 
dish  pour  la  détermination  de  la  densité  moyenne  de  la  Terre.  Mais  lorsque 
deux,  corps  en  présence  offrent  chacun,  ou  seulement  l'un  d'eux,  une 
masse  considérable,  cette  attraction  se  traduit,  même  â de  grandes  dis- 
tances, par  des  phénomènes  parfaitement  caractérisés  et  qui,  de  tout  temps, 
ont  frappé  les  yeux  des  observateurs;  et  c’est  à cette  cause  notamment  que 
se  rattachent  la  pesanteur,  la  forme  elliptique  des  orbe» planétaires,  etc. 
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cette  accélération  Ÿ viendra  se  composer  avec  celle  qui  est 

due  à l'attraction  du  Soleil,  pour  donner  l'accélération  de 
la  planète  dans  son  mouvement  relatif  autour  du  Soleil. 
A Oeltc  résultante  viendront  encore  se  joindre  les  accéléra- 
tions dues  aux  attractions  des  autres  parties  du  système 
solaire.  On  voit  ainsi  qu’une  planète  dans  son  mouvement 
relatif  autour  du  Soleil  suit  une  loi  très-compliquée,  et  que 
si  Képler  a trouvé  des  ellipses  pour  les  orbites  planétaires, 
on  ne  peut  l’attribuer  qu’à  ce  que,  en  raison  de  leur  peti- 
tesse, l’influence  des  nouvelles  forces  dont  nous  venons  de 
parler  lui  a complètement  échappé;  il  est  probable  que 
c’est  à celte  circonstance  que  l’on  doit  les  lois  fondamen- 
tales de  l’Astronomie  moderne.  Mais  nous  reviendrons  plus 
loin  sur  les  effets  produits  par  ces  diverses  causes  pertur- 
batrices, effets  que  des  moyens  plus  parfaits  d’observation 
n’ont  pas  tardé  à faire  reconnaître,  et  dont  la  loi  de  la  gra- 
vitation rend  parfaitement  compte. 

Si  nous  ne  considérons  qu’une  seule  planète  en  présence 
du  Soleil,  en  faisant  abstraction  de  tous  les  autres  corps  du 

système  solaire,  l’accélération  du  Soleil  sera  dirigée 

1SI  f 

de Mversm;  celledela  planète—»  dirigée  en  Sens  inverse 
demversM;  en  ramenantM  au  repos  ainsi  qu’on  l’adilplus 
haut,  l’accélération  de  m sera  (M-f-m)  p»  et  comme  d’autre 
part  elle  est  représentée  par  l’expression  (7)  ou,  d’après 
le  n°  2,  par  pj  il  vieut 

(ii)  (M  ■+■  m)f—  4^  ~ V" 

9 

• A • ‘ ‘ ■ « 

D’après  la  troisième  loi  de  Kepler,  cette  quantité  devrait 
Êlrp  indépendante  de  m;  d’où  il  suit  que  cette  loi  11’est 

qu’approximative  et  que  ou  le  rapport  de  la  masse 
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d’une  planète  à celle  du  Soleil,  est  dans  tous  les  cas  one 
très-petite  fraction. 

On  suppose  ordinairement'  pour  simplifier  l’écriture  • 
/=  i,  Ce  qui  revient  à prendre  pour  unité  de  force  l’at- 
traction entre  deux  masses  égales  situées  à l’uni  lé  de  dis- 
tance et  fi— 1,  en  prenant  ainsi  pour  unité  de  masse  la 
somme  M -+-  m,  ou  tout,  simplement  la  m?sse  du  Soleil,  en 

négligeant  la  fraction  ^ dçvant  l’unité.  Toutefois,  nous 

laisserons  subsister  dans  nos  formules  j usqu’à  nouvel  ordre  «, 
les  facteurs.  fr  et  f.  • ' 

Avant  d’aVojr  démontré  la  loi  de  la  gravitation,  Newton 
l’avait  entrevue  en.  partant  des  considérations  suivantes. 

Les  planètes  décrivant  des  orbites  d’excentricités  différentes, 
o.n  peut  admettre  que  les- lois  de  Képler  s’appliquent  encore 
au  cas  d’une  orbito  circulaire,  et  cela  avec  d’autant  plus  de 
raison  que  ces  excentricités  sont  généralement  très-pe- 
tites (*)  . Dani cette  hypothèse  appelons  q>,  les  accélérations 
qui  retiennent  deux  planètes  dans  leurs  orbites;  T,  T' les 
durées  de  leurs  révolutions  autour  du  Soleil;  R,  R'  les 
rayons  de  ces  orbites  : un  a,  d’après  l’expression  connuède 
la  force  centripète,  -, 


(*)  Sous  le  rapport  des  excentricités  des  orbites,  lesplahètes  peuvent  se 
ranger  de  la  manière  suivante  : / • 

i°  Deux  entre  la  Terre  ==  0,017)  et  UFarru*  (0,047)»  savoir  : Cohcordia 
(OjO^i)  et  Harmonia  (0,046).  * . 

2°  Neuf  entre  Sa  turne  (o,o56)  et  Mars  (0,093).  Leurs  elcentriei tés  sqnt. 
comprises  entre  celles  o,oG6  et  0,090  de  Nemausa  et  Vesia , 

3°  Quarante-quatre  entre  Mars  et  Mercure  (o,2o3)  dont  les  excentricités 
ont  pour  limites  0,0976  ( Parthénope ) et  0,202  ( Hébé ). 

4°  Enfin  seize  qui  ont  des  excentricités  supérieures  à celte  de  Mercure  et 
comprises  entre  les  limites  0,209  (^0  0,338  ( Poffmnie ).  Celle  qui  a la 

plus  forte  excentricité  après  Polymnie  est  Atalantc\otiçfl).m 
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d’où 

i — Ü 'ÎÜ 

...  . • ■!■  f'~.  R':.T>’ 

et,  d’après  la  troisième  loi  de  Kepler, 

j_  _ 

if'  ~ R1  ’ 


ce  qui  est  conforme  au  résultat  obtenu  en  partant  du  mou- 
vement elliptique. 


1.  De  la  pesanteur  terrestre.  — Si  l’on  fait  abstraction 
de  la  force  centrifuge  due  à la  rotation -de  la  Terre,  la  pe- 
santeur d’un  corps  à sa  surface  n’est  autre  chose  que  la 
résultante  des  attractions  exercées  par  tous  les  piints  du 
sphéroïde  terrestre  sur  chaque  point  matériel  dit  corps, 
résultante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  et  de  la  masse 
de  ce  corps,  conformément  à cç ‘que’ l’expérience  nous 
enseigne.  L’intensité  de  cette  force  doit  diminuer  à mesure 
que  l’on  s’éloigne  du  centre  de  la  Terre,  èt  c’est  effective- 
ment ce  qui  résulte  des  observations  du  pendule  exécutées 
à différentes  hauteurs. 


. 5.  Des  satellites . — Les  satellites  d’une  planète  circu- 
lent autour  de  cette  dernière,  toujours  eu  vertu  de  la  gra- 
vitation, et  leurs  orbites  sont  elliptiques  à quelques  inéga.- 
lités  près  dues  à leurs  attractions  mutuelles  et  à celles  du 
Soleil  et  des  autres  planètes. 

Le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre  a permis 
à Newton  j à l’aide  dés  considératiops’suivantes,  de  vérifier 
la  loi  de  la  gravitation,  " 

Le  rayon  de  l’orbite  lunaire  qui  est  très-sensiblement 
circulaire,  étant  environ  égal  à 6»  fois  le  rayon  moyen  de 
la  Terre,  le  centre  de  la  Lune  décrit  en  une  minute  un  arc 
■ de' 61020  piètres  dont  le  sinus  verse  4“>8y.  représente  la 
hauteur  dont  cé  centre  s’écarte  de  la  tangente  à l’origine  de 
l’arc  d’un  mouvement  que  l’on  peut  considérer  comme 
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uniformément  varié.  On  a donc,  en  désignant  par  tf'  l’accé- 
lération dans  ce  mouvement, 

. 4,87 = ?••—,  . .. 

* . » * \ 

or,  4(^7  est  très-sensiblement  égal  à la  moitié  4,9»44  de  la 
pesanteur  g à la  surface  de  la  Terre;  on  a donc 

£ _ Ë 2!,  - e , . 

••  T.'.  1 * • 

c’est-à-dire  que  g et  ç'  varient  à 'très-peu  près  en  raison 

inverse.des  carrés  des  distances  au  centre  de  la  Terre. 

^ • • »* 

On  arrive  également  à ce  résultat,  en  remarquant  que, 
d’après  le  n°  3,  on  a, 


d’où 


?'  2 TT  . 2 7t  R*  _ 2 7T  ><  40000000  1 

g~  V2. g ~ 6o(39344)J. g “ 36a4: 


soit  yr-r  environ.  ■ » 

- 00’  , , ' . 

» : * 1 . ■ • 

6.  Des  masses  des  planètes. — Soient  ni'  la  masse  d’un 
satellite  de  la' planète  m;  2 a'  le  grand  axe  de  son  orbite, 
et  T"'  la  durée  de  sa  révolution  autour  de  la  planète.  La 
formule  (11)  appliquée  à cette  planète  et  .à.  son  satellite 
donne  • * • 

/(« + »»')■=  47ti^>  . ' 

d’où,  en  divisant  par  cette  même  équation, 

- m -+-  ni' 

' M + m ~ a3V  ’ 

• ~ ■ \ « 

et  comme  les  fractions  -p'  sont  généralement  très-pe- 


tites, il  vient 


M M 

u'KV 
an'-  ' 
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• Les  rapports’—'.  — étant  supposés  donnés  par  l’observa- 
tion, celte  formule  fera  connaître  la  masse  de  la  planète 
rapportée  à celle  du  Soleil.  C’est  ainsi  que  Newton  a 

trouvé  pour  Jupiter,  résultat  qui  diffère  peu  de  la  frac- 

tion  — obtenue  par  des  procédés  plus  précis. 

La  masse  de  la  Terre  ne  peut  pas  se  déterminer  par  cette 
méthode,  attendu  que  l’inverse  de  son  rapport  à celle  de  la 
Lune  n’est  plus  négligeable  vis-à-vis  l’unité;  mais  on  peut 
opérer  de  la  manière  suivante.  Nous  verrpns  plus  loin,"  en 
nous  occupant  de  la  forme  des  planètes,  que  poûr  tous  les 

points  du  parallèle  dont  le  sinus  de  là  latitude  est  y/ 

l’attraction  de  la  Terre  est  la  même  que  si  elle  était' 

sphérique.  Pour  ce  parallèle  le  rayon  de  la  Terre  est 

r=  636455i  mètres  et  la  pesanteur  9“, 79886;  mais  pour 

égaler  cette  dernière  àTattraction  terrestre  G,  il  fautl’aug- 
/ ’ 

2 I 

inenter  d’une  fraction  d’elle- même  égale  à repré- 

sentant la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge  aux 
différents  points  du  même  parallèle.  On  a ainsi 

••  G = ~ =9,81646,  ' 

d’où,  en  vertu  de  l’équation  (1 1)  j 

M _ 4* 'a\  . . 

m “ Gr’-T4  ’ 

mais  on  a,  en  secondes, 

T==  86400  X (365j,a56374)«  • 

et  la  parallaxe  du  Soleil  correspondant  au  parallèle  ci-des- 
sus est  , 


- = tang8",6o,-  d’où  a = 29984^, 
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“ = 3545ga. 


lî 


» -à 

Le  diamètre  du  Soleil,  étaiu  égal  à i ta  fois  celui  de  la 
Terre,  on  déduit  de  pette  relation  que  sa  densité  moyenne 
est  à peu  près  le  quart  de  celle  de  la  Terre. 

En  appelant  R le  rayon  du  Soleil,  on  obtient  pour  la 
gravité  à sa  surface 

••  ' r,-/M 

G=_, 


ou,  à cause  de  R = 1 1 a r,  G = ~ , 
Gy 


GM 

r~z  29*5(>- 


(lia)’./» 

La  correction  que  l’on  devait  faire  subir  à cette  valeur 
pour  tenir  compte  de  la  force  centrifuge  due  au  mouve- 
ment de  rotation  du  Soleil  autour  de  son  axe  peut  être 
négligée  ; car  le  Soleil  exécutant  une  révolution  en  a5i,5, 

la  force  centrifuge  à son  équateur  n’est  guère  que  ^ de 

la  force -p^reij le  à l’équateur  de  la  Terre. 

Pour  déterminer  la  masse  de  la  Luue,  on  part  du  prin- 
cipe suivant  dont  nous  démontrerons  l’exactitude  dans 
l’un  des.  chapitres  suivants  î pour  un  point  de  la  mer 
dont  le  rayon  vecteur,  émànant  du  centre»de  la  Terre,  fait 
le  même  angle  avec  les  rayons  vecteurs  de  la  Lune  et  du- 
Soleil,- les  actions  de  ces  deux  astres  qui  produisent  les 
oscillations  de  la  mer  sont  •entre-  elles  comme  leiirs  masses 
divisées  par  le  cube'de  leurs  distances  au  centre  de  la  Terre, 
et  ces  oscillations  sont,  tbutes  choses  égales  d’ailleurs,  pro- 
portionnelles aux  forces  qui  les  produisent.  Si  donc  ou  „• 
appelle  m ',  M les  masses  de  la  Lune  et  du  Soleil:  a',  a 
les  distances  respectives  de  leurs  centres  à celui  de,  la 
Terre;  w le  rapport  de  la  marée  lunaire  à )a  marée  solairé 
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pour  les  positions  semblables  des  deux  astres,  on  aura 


. ni 


M 

: w . — , 

a3 


d’où,  en  désignant  par  m la  masse  de  la  Terre, 


m 

m 


n‘>  M 


La  moyenne  d’un  grand  nombre  d’observations  exécutées 
dans  le  port  de  Brest  a dotlné 

• -À  \ k • * 

■ w = a, 3533  (*),  ' . 

et  comme  on  a à très-peu  près  . 


il  vient 


1 M 

a = 4oon'  et  — =355ooo, 
m • 


7? 


Les  masses  des  planètes  qui  n’ont  pas  de  satellites  ne 
peuvent  être  déterminées  que  parles  perturbations  que  leurs 
actions  mutuelles  introduisent  dans  leur  mouvement  autour 
du  Soleil,  et  dont  nous  nous  occuperons  plus  loin.  Le  même 
procédé  peut  également  s’appliquer  aux  planètes  qui  ont 

des  satellites,  et  c’est  ainsi  que  l’on  a trouvé  — r—  pour  la 
masse  de  Jupiter. 

Les  rapports  des  masses  des  satellites  d’une  même  pla- 
nète à celle  de  cette  planète  peuvent  également  se  calculer 
au  moyen  des  perturbations  que  leurs  actions  mutuelles 
apportent  dans  leur  mouvement  autour  de  la  planète,  et 
l’on  en  déduit  leur  rapport  à la  fnasse  du  Soleil,  puisque 
l’on  éonnaît  la  masse  de  la  planète  rapportée  à cette  der- 
nière. En  appliquant  cette  méthode  au  système  de  la  Terre 


(*)  Mécanique  céleste , t.  V,  f>.  icG. 
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et  de  la  Lune,  on  trouve  34936  et  au  lieu  des  valeurs 
M 

ci-dessus  — • — j qui  n’en  diffèrent  d’ailleurs  que  très-peu. 
mm 1 

• 7.  Des  comètes.  — On  reconnaît  que  les  lois  de  Kepler 
se  vérifient  dans  la  partie  des  orbites  cQmétaires  que  l’on 
peut  observer;  mais,  comme  les  grands  axes  de  ces  orbites 
et  les  durées  des  révolutions  sont  généralement  inconnus, 
on  calcule  les  mouvements  des  comètes  dans  le  voisinage  du 
périhélie  comme,  si  leurs  orbites  étaient  paraboliques.  En 
désignant  par  D la  distance  du  foyer  au  sommet, de  la  para- 
bole, le  paramètre  sera  4D,  tandis  que,-  dans  l’ellipse,  il 
est  exprimé  par  s«(i  — es).  La  formule  (6)  devient  par 
suite  , ' ‘ . * . , 

/ f 2 I ’ 

. - • « — — — ■ — • 

».  " . a D r2 

Ees  comètes,  à cause  de  la  -petitesse  de  leur  masse, -ne 
produisent  aucun  effet  appréciable  sur  les  planètes;  mais 
leurs  mouvements  sçnt  troublés  par  les  attractions  plané- 
taires qui  influent  notablement  sur  les  époques  de  réappa- 
rition de  chaque  conàète,  c’est-à-dire  sur  l’intervalle  de 
temps  compris  entre  deux  de  ses  passages  consécutifs  au 
périhélie.  l.  ' 

En  posant  . 


f\=Æ’ 


H 

OU  d = i-, 


l’équation  (a)  devient 

t . • r2dv. 

D’autre  part,  si  nous  comptons  l’angle  à partir  dû  pé- 
rihélie, ce  qui  revient-  à supposer  co  =-o,  on  a pour  repré- 
senter la  parabole 

(ta)  r — —5 — - ==  D ( i 4-  tang2  - J 


. •> 
cos2  — . 

3 *' 
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Portant  cette  valeur  daris  l’équaliou  précédente,  inté- 
grant et  prenant  pour  origine  du  temps  l’instant  du  pas- 
sage au  périhélie,  op  trouve 


D ’ / y i p\ 

(,î)  '=-^rne;+3“8!;h 

Les  équations  (12)  et  (i3)  sont  celles  dont  on  se  sert  dans 
la  théorie  des  comètes;  mais,  comme  presque  toujours  l’i in- 
connue de  la  question  est  v et  qu’elle  dépend  d’une  équation 
du  troisième  degré,  on  a construit,  pour  éviter  la  résolution 
de  cette  équation,,  des  tables  donnant  les  valeurs  de  t cor- 
respondant à celles  de > dans  l’hypothèse  de  D=i:  ces 
tables  permettent  de  trouver  l’angle  v décrit  au  bout  du 

temps  t dans  une  parabole  quelconque,  en  y cherchant  la 

. _± 

valeur  de  v qui  correspond  au  temps  /.D*1. 

A 

8.  Relation  entre  le  temps  qui  sépare  deux  obser- 
vations d'une  comète  et  d’autres  quantités  connues. — _ 
Soient  A.  d les  valeurs  de  r.  t,  v qui  se  rapportent  à une 
seconde  observation,,  c la  corde  de  l’arc  parcouru;  l’équa- 
tion (i3)  donne 

• a _ 

DW2  ! d i .A 

t'  — - ( tang  - -4*  -5  tang3  r'  » . 

* • \ ^ / 

d’où,  en  retranchant  cette  même  équation. 


* ' r,  q 

X t +•  tangv  tangv.' H- j ( taogv' ^ tang;-)3 J • 


é —t  = P f'  (tangi»'  — tang p ) 


w ■ 

' Posant 


1 4-  7.  (tang  *4-  tangp')î  = 

4 • . • 


« 


r 
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il  vient 

* ■ . . . . . i ■ 

• a • •• 

, D-*  ya  r , ■ • 

* (tangv'  — tàngv)^’  4--^-{tango'  — tango)2 

• («){  _D'v^ir  I , ; • T« 

' ... 

' — [,1— ^ (‘ang*''  — tapg^jj  |. 

En  projetant  la  distance  de  deux  positions  considérées  . 
de  la  comete  sur  1 axe  de  la  parabole  et  sur  une  perpendi- 
culaire à sa  direction  et  faisant  la  somme  des  carrés,  on 
trouve  . _ • 

c»  =5  (r'  coso'  — rcosv)’  H-'( r'  sino'  — rsino)’,  • 

et  en  remplaçant  r,  / par  leurs  .valeurs  déduites  de  l’équa- 
tion (.ia), 

c>  ==4D’  (tang^—  tango)2  1 (tango' 

. = 4D*  (tango'  — tango)2.,2,  ’ . 

d’oà>  * ,*  > ■*  . . • 

• . . c =.aD  (tango'  — tango)-,. 

D’autre  part,  on  a . ••  '*  ’ * • : 

- > ; ■ 

r ■+'r't=  20  [”'f‘ J î tango'  — tango)2 j y 
par  suite  ■’  • 

r "+■  K-i-r  = 2Ü  4-  - (tango'  -r,  tango)J,  ; /,  »,• 

r + r'  — ç = ai)  |V — i (tango'  — tango)J  . • ’ . 

Il  vient  donc  enfin  *./  ’■  i 

(.4)  f - / = -t-c)/  rp  (r*-  r>-c)^.: 

On  voit,  en  se  reportât!  t à l’équation  (a),  que  l’on  doi.t 
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r ou  le  signe  •+■ , seloYi  que 


| i 

>i  — - ( tang  »'  — tang  v)  > ou  < o ; 

, •,  •*  • * •» 

or,  comme  cette  quantité  est  do  même  signe  que 

COS-i  W — p) 

— tang»)>= U r\ 


_ ( tang  «' 


V .V 

cos  — cos  — 
2 2 


qui  sera  positive  ou  négative  lorsque  d — v <£7:  ou  ^>7r,  il 
ne  peut  y avoir  aucune  ambiguïté  sur  le  choix  des  signes 
dans  l’application  de  la  formule  (i4). 

Cette  formule;  dans  laquelle  n’entre  pas  l’excentricité 
de  l’orbite,  constitue  ce  que  l’on  appelle  le  théorème  de 
Lambert,  quoique  Euler  l’ait  établie  le  premier  dans  le  sep- 
tième volumè  des  Miscellanea  Berolinonsia.  Nous  verrons 
plu6  loin  comment  on  peut  trouver  ses  équivalentes  pour 
l’ellipse  et  l’hyperbole. 

9.  Du  mouvement  relatif  de  deux  points  qui  s'attirent 
mutuellement  autour  de  leur  centre  de  gravité.  — Conce- 
vons que  l’on  imprime  aux  deux  points  matériels  m,  m\ 
qui  s’attirent  suivant  la  loi  de  la  gravitation,  une  vilesse;  et 
contraire  à la  vitesse  constante  en  grandeur  et  en  direction 
du  centre  de  gravité  G de  ces  deux  points.  Ce  centre  étant 
ramené  au  repos,  les  masses  mobiles  m , m',  dè§  lors  mo- 
biles sur  la  droite  wG m1,  qui  pivote  elle-même  autour  du 
point  G,  décrivent  des  courbes  semblables  inversement 
situées,  puisque  entre  leurs  distances  respectives  x,  x!  à ce 
centre,  on  a 

■mx  = m'a!  et  (m  -J-  m!)  x = m'r, 
r étant  la  distance  des  deux  masses. 

Le  mouvement  de  ni  est  dwue  uniquement  dû  à la  vitesse 
relative  initiale  par  rapport  à G et  à l’accélération 

. ^ r*  ( m 4-  m')’  X* 


> > . 


lî 
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dirigée  vers  ce  centre,  et  qui  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  r à ce  point.  D’où  il  suit  que,  dans 
leur  mouvement  relatif  par  rapport  à leur  centre  de  gra- 
vité, les  deux  masses  m,  ni  décrivent,  dans  un  même  plan 
et  autour  de  ce  point  comme  foyer  commun  et  centre  de 
similitude,  deux  sections  coniques  semblables , mais  inver- 
sement  situées.  Ce  cas  est  notamment  celui  des  étoiles 
doubles,  lorsque  les  forces  d’attraction  auxquelles  elles  sont 
soumises  de  I4  part  des  autres  astres  sont  négligeables  par 
rapport  à leurs  actions  mutuelles.  • _ 

10.  Problème  de  Kepler.  — Qn  désigne  sous  ce  nom  la 
détermination  des  coordonnées  polaires  d’une  planète  en 
fonction  du  temps.  ' . ' ...  », 

Supposant  que  l’angle  v soit  compté  à partir  du  grand 
axe  de  l’ellipse  ou  que  la  longitude  du  périhélie  est  nulle, 
l’équation  de  l’orbite  deviendra 

_ a ( 1 — e’  ) 


et  si  l’on  observe  que  v est  compris  entre  a (1 e),  a (1 — e), 
on  pourra  poser 

(i5)  . ' r=a(  1 — ecosa). 

L’angle  u,  qui  passe  en  même  temps  que  l’anomalie  vraie  v 
parles  valeurs  o,  it,  arc,  a reçu  le  nom &' anomalie  excen- 
trique de  la  planète. 

De  ces  deux  équations  on  déduit 


(e  — cos  u) 

COS  K = 1 


•ecos « 


(16) 


d’où 

tang 


v . • A -t-e 


- e u. 

;ungr 


Désignant  par  T la  durée  <|è  la  révolution  de  la  planète  et 


a 
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air 

"T  T* 


n sera  la  moyenne  vitesse  angulaire  et  nt  le  mouvement 
moyen  ou  l'anomalie  moyenne  de  la  planète,  et  si  l’on 
prend  le  jour  moyen  pour  unité  de  temps,  on  a relative- 
ment à la  Terre 

T = 365j  ,a563^4>  d'où  n = o°59'8", 

•*  • • ’ ** 

en  remplaçant  atr  par  36o  degrés.  Cette  valeur  de  T est  la 
durée  de  l’année  sidérale  ou  l'intervalle  de  tempsvqui  s’é- 
coule entre  deux  retours  consécutifs  du  Soleil  à une  même 
étoile  dans  son  mouvement  apparent  autour  de  la  Terre. 
L’équation  (a)  donne,  eu  égârd  à la  relation  (i), 



r'dv  — nu 1 y i — e*dt, 

■ . ' *'  ; . . • ’ . •(._ 

et  en  y remplaçant  r et  v par  leurs  valeurs  déduites  des 

équations  (i5)  et  (16), 

ndt—\ I — e cosu)  du, 

d’où,  en  prenant  pour  origine  du  temps  un  des  passages  ait 
périhélie,  . • 

(17)  ntz=z.u  — esintt  (*). 

Nous  remarquerons  que,  d’après  la  formule  (7)  du  n°  1 , 


on  a 


d’où 


n'az=z  fi. 


. . • ■ n = y'ji  a~*. 

H.  Cas  où  on  peut  négliger  les  puissances  de  e supé- 
rieures à la  première.  — L’équation  (17)  donne  dans  cette 


( * ) On  trouvera,  dans  mon  Truite  de  Cinématique  pure,  p.  3a,  l’interpréta- 
tion géométrique  de  l’anomalie  excentrique  et  une  démonstration  géomé- 
trique de  la  formule  (17). 


4 
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hypothèse,  qui  est  admissible  pour  la  plupart  des  planètes, 

(18)  nt-\-  esin  («r-t-esin«)  ==  nt  esin  nt, 
et  l’équation  (i5)  devient  par  suite 

(19) .  r=a{  i — ecos  nt). 

Posant  \>=  nt  -+■  d,  è étant  du  même  ordre  que  e,  la 
première  équation  (i 6)  donne,  en  continuant  la  même  ap- 
proximation, 

S = zesittnt,  , , ' « 

d’où.  >•  ....  •• 

(20)  ' v=.nt  + 2esinnf. 

Si  nous  considérons  un  astre  fictif  animé  de  la  vitesse  an- 
gulaire constante  n et  partant  du  périhélie  en  même  temps 
que  la  planète,  il  passera  en  même  temps  qu’elle  à l’aphélie, 
puisque  pour  ce  point  sinnî^o,  et  reviendra  au  même 
instant  au  périhélie,  et  ainsi  de  9uite  indéfiniment.  Dans 
la  première  moitié  de  la  trajectoire  le  rayon  vecteur  de  l’as- 
tre fictif  sera  en  avant  de  celui  de  la  planète,  ét  il  sera  en 
arrière  dans  la  seconde  moitié.  La  quantité  ae  sin  nt,  qui 
' mesure  l’écart  des  deux  rayons,  est  ce  que  l’on  appelle  l’c- 
quation  du  centre.  • ' \ 

On  corrige  de  cette  manière  par  la  considération  de 
l’astre  fictif  l’inégalité  du  mouvement  apparent  du  Soleil 
autour  de  la  Terre  dans  l’écliptique.  Pour  corriger  celle  qui 
résulte  de  l’inclinaison  de  l’écliptique  sur  l’équateur,  il  suf- 
fit de  concevoir  un  second  astre  fictif  circulant  dans  lé  plan 
de  l’équateur,  passant  paf  l’équinoxe  en  même  temps  que 
le  précédent,  et  animé  d’un  mouvement  angulaire  uniforme;* 
il  déterminera  .ce  que  l’on  appelle  le  temps  moyen , qui 
coïncide  quatre  fois  dans  l’année  avec  le  temps  vrai , indi- 
qué par  le  mouvement  réel  du  Soleil.  • 

12.  Développement  des  coordonnes  polaires  d'une  or- 
bite elliptique  en  fonction  du  temps.  — De  l’équation  (17) 

u = nt-t-  t sin«, 
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on  déduit  au  moyen  de  la  formule  de  Lagrange  (*),en  po- 
sant x = nt , 

<?’  rfsin’x  c"  ef"r~'siu",x 

«=x-t-csin<M — ■— I-...-1 5— 7-——  M-..«ï 

1.2  dx  1.2.3  ...m  dx'"~' 

or  on  a 

2 sin’x  = — cos  2X  + I, 

2,sin*x  = — sin  3 x -4- 3 sin  x,  • j . 

2*sin‘x.=  cos4-r — 4cos'2j:+3,  . 

• ‘2*sin*x=;  sin5x  — 5sin  3x  losinx, 

2ssin,x  = — cosôx  -4-  6cos4#  — i5  cos2x-t-  io, 

• «.a... 

Faisant  les  substitutions  dans  l’équation  précédente,  effec- 
tuantles  différentiations,  puis  remplaçant  a:  par  nt,  on  trouve 
pour  l’anomalie  e&entrique  développée,  par  rapport  au 
temps,  , • . 

j u = nt-\- estant -h  — sin2/»f-4-~-(3sin3nf — sio/w)’ 

g*  t ^ , •« 

H ^ (2T5În4"t — sinaut) 

2.ü  . . . • . ,v  ' • . 

(ai)  \ ■ ..  ^ 

• -p^-^(5’sin5«f— *3*  $in3rj/-4-2?in>w) 

'•  g> 

-4 (3*sin6/if  — 2asin 4 4-  5 sin  2 . 

2*. 3. 5 • 


(")  Si  l’on  a en  général 

u = x-^e/Çu), 

cette  formule  consiste  dans  les  développements 


<»■) 


...  „■«  y— 

^ 1.2.3,.. 


,m  dxmi  ’ 


mz=  o 
m =z  00 


^ ^ • 2^  i.a.3. . .in  «Ar”1-1  ’ 


m = o 


. , * 1 ■ 

m représentant  un  noptbre  entier  prenant. tontes  les  valeurs  possibles  de- 
puis zéro  jusqu’à  l’miini.  Vojte  pour  U démonstration  de  ces  formules  une 
Note  placée  à la  Qn  du  volume. 
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L 'équation  (i5) 


- = i — ecosa 
a' 


donne (*)  , • , 

r , c3  d sin3x 

— = i — ecosa:  4-  e’sin’x  H — — - 

a 2 dx 

, c*  .rf3sin*x  e5  rf’sin'x  «•  e/'sin'x 

2.3  dx 3 "^”2.3.4  f/®*  2. 3-4-5  dx' 


mais  on  à 


— C0S2X-H  1 


</sin3x  — 3cos3x-(- 3cosx 


rf’sin'x 


= — 2C0S4^+  2COS2X, 


rf3sin*x — 5’  cos  5 x -H  5 . 3S  cos  3 x — 5. 2 cosx 

dx 3 ./  2' 

<?‘sinex — 34cos6x-t-  6. 2‘cos4x  — 3.5cos2x 

‘ • dx 4 . 2 ^ 

*.•  *•••••»••••••«•**•••♦  ••••••  ’••••?  •'#*«  •«  • • • 

et  en  remplaçant  x par  nt,  qd  a pour  le  développement 
dû  rayon  vecteur  : 

« ' v 0 ( • 1 

Ir  ‘ e ’ - e3-  ‘ 

- = 1 — ecosar — — (cos2nl — ï) — — (3cos3»< — 3 cos  ni) 
— — (cos  4 nt  — co&2  nt ) . 

' ' '•  ' 3 

7-=  (53cos nt  — 5. 33  cos  3 nt  -h  5. 2 cos  nt) 

2 .3  , * • 

-=  (33cos6«f  — 2rcos4  nt  -+-  5cos2«f).<.  v 

2*. 5 < . 

• . . • r . 

Pour  obtenir  le  développementde  l’anomalie  vraie,  nous 
remarquerons  que  la  seconde  équation  (16)  peut  se  mettre 


(*)  En  supposant  F (-ir)ài. — cqs-u  dans  l'équation  (a)  de  la  note  pré- 
cédente. 


- U 
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E"1''-'  — i _ y'.  6-  Eu'r—' — i 

E'^H-.i  ~~  ’ ' '~ 


V^i  — e E“t,_,-+-I 

% 

E désignant  la  base  du  système  de  logarithmes  népériens. 
En  posant 

e 


ou  déduit  de  là 


+ y i — « 


E'^-ssE-^.i — XE-  , 

i — 1E“‘-' 

et,  en  prenant  les  logarithmes  dans  le  système-  népérien, 

. log^i — ÀE-“'/_1) — logfi — 1E“1,~‘) 

p = a-\ — ‘ — : - ,• 

- : V— * 

La  quantité  X étant  plus  petite  que  l’unité,  les  logarithmes 
peuvent  se  développer  suivant  ses  puissances  ascendantes, 
et  en  remplaçant  les  exponentielles  imaginaires  par  des 

sinus  et  cosinus,  on  trouve 

► 

* / >3  * * •}}  * . \ 

p = u -4-  2 11  sinu  q — sin2«  + — sin3«H-  7-  sin‘9  4-.. . | • 

\ 2 3,4/ 

Des  équations  (17)  et  (21)  on  tire  • 

» * 

IL  ' fit  * € % C* 

sina= ==: siunf  -f-  - sin2aM-  — ( 3sin 3 /zf  — sjn/n), 

e 2 • 23 

et  la  formule  de  Lagrange  donne 

sin2u  = sin2/if-f-  e(sin3«f  — sinn/)  -+-  e,(sin4«t  — sin2«f) 

. Ht  -7-5  (4sinar  — 27sin3/!f  H-  25sin5nt)  H- . . 

2'  • ü 

G ‘ • 

* sin  3 « = sin  3 nt  H-  - (3sin4«r — 3 sin  nr) 

€*  , " . * ^ ' 

H-  — (i5sin5«f — i8sin3;nf  H- 3sin/if) 

• O , 

. s . . * / 

» * , 0 * m 1 

-f-  -7-  (gsinôiîf — i2sin4 -f*  3sin2/if) 

4 
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Il  ne  reste  plus  maintenant  qu’à  développer  les  puis- 
sances dç  X suivant  celles  de  e.  Posons  à cet  eflet 


d’ou 


-t-  \j  i — é1—  L, 


L = 2 — — — ei~‘. 

L ♦ • 


En  développant  L~f  suivant  les  puissances  de  e*  par  la 
formulé  de  Lagrange  (*),  on  trouve 

L-É= ± + PAp±-?lc<  + Pip+Ük+S)* 


it  2.P+' 


2 . 2.P+> 


2.3.2r+6 


d’où 


JL,  ■ Cr~+^±1U< 


2 e 2 P+i 
et  enfin 


2.2É+* 


2.3.  JÉ+* 


(23) 


■ . 5 e*  • ' . 

v -‘r'nt  -KZ  e sro  «I  -t-  T e’  sin  2 nt+  -—s  ( 1 3 sin  nt  — 3 sin  nt) 
• 4 ï ’.3 

C*  t ■ * ' >t  * • 

4t^—  (io3  sin  4 nt — 44  sin  fir)  ♦ 


2* . 3 . 5 


(iop7  sin  5 nt  — 645  sin  Sosin  nt-\~ . 


pour  le  développement  cherché.  , ' ,.  - 

Si  on  prend,  au  lieu  du  .périhélie,  pour  origine  de  la 
longitude  une  position  quelconque  de  la  planète,  il  faudra 
remplacer  dans  la  formule  (23)  v par  v — ci),  en  continuant 
à désigner  par  « la  longitude  du  périhélie  ; et  si  de  plus  on' 
prend  pour  origine  du  temps  un  instant  quelconque  après' 
le  passage  au  périhélie,  correspondant  à la  longitude 


(*)  Il  suffit.de  remplacer,  daijs  l'équation  (a)  de  la  note  du  u°  12, 
u par  L,  r par  a,  e par  e*,.  F(i»Xpar  L-*. 
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moyenne  e,  l’angle  nt  devra  être  augmenté  de  la  constante 

4 

s — u — ni-, 

e est  ce  que  l’on  nomme  la  longitude  de  l'époque,  et  l re- 
présente le  temps  moyen  employé  par  la  planète  pour  aller 
du  périhélie  à l’origine  du  temps.  Les  formules  (17),  (22), 
(a3)  deviennent  alors*  ..  ; , 


(«7') 


n(t-\-l)-=  u — c sin  u, 


r c"*  / ■ • 

(22')  - = 1 — - eoos  «((+/}-»  - [cos  in(t-\- 1)  — 1]..., 

* • 5 ' . 

(23')  v = nt~\-  : le  sin  n (f -f-  /)  -+-  - cJ  sin  2/»  (t  ■+■  /)  -+• .... 

4 

13»  Expression  indépendante  de  l'excentricité  du 
temps  qui  sépare  deux  positions  d’une  planète.  — Appe- 
lons pour  la  seconde  position  r u',  y',  t' les  quantités  ana- 
logues à r,  n,  v,  t,  qui  se  rapportent  à la  première,  c la  lon- 
gueur de  la  corde  qui  joint  les  deux  positions,  et  posons 

, »'  — a „ «î  -f-  u 

r — é-t,  = p,  = p,.  • 

2 3 . . 

1 , . • . ' ' ' • 

*.  De  l’équation  (17)  On  tire 

(a)  ' ; T = ^(ft— ecosp.sînp), 
et  de  l’équation  (i 5) 

(b)  »/■-(- r' = 20  (i — e cos  fi,  cos  p).  ' 

D’un  autre  côté  on  a 

* « * * ■*  ' 

« . c’  = /•*  -t-  r'*  — ; arr'cos  (v’ — v) 

et,  en  vertu  de  la  première  formule  (16),  eu  égard  à l’équa- 
tion (i  5),  ] 

cos  u.  — e . . a \/ 1 — e ’ sin  « 


co  s v _ a 


-»  sin  v : 
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par  suite, 

« 

c1  = aJ  (ï — e cos  u)s  ■+■  a2  ( i — ecosa')’ 

' — 2b'  ( e — cos  a)  (e  — cos  a')  — 2 a5  (i  — e3)  sin  u sin  u’, 

= a«!(i  — e:)(i  — sin  « sin  u')  a 3 e1  (cos3  u -f-  cos3  «') 

— 2a3  cos  «cos  a',  t 

= 2 a3  ( 1 — e1)  (-i  — sin  u sin  u'  — : cos  « cos  u') 

-+-  a3  e'  ( cas  u — cos  u!  )3, 

= 2a1  (1  e3)  (2  — 2cos*  p)  -rf-n3  c*  (asin  psin  p,  )% 

et  enfin  -,  • 


) 


C3  = s,'n,  ?(■  c’  cos’  p,). 


Les  équations  (a)  et  (c)  donnent,  par  l’éjimination  de  (3, 
à l’aide  de  l’équation  ( b ) ; 

2 /„  r+r' — 'la  \ • . 

r=x-n{v+  2a  •,;tangp),  : . '■ 

c3  = 4«3  tang’p  jcos^  — iîlLLiJ 

Posant  maintenant  . 

. # 

2a  — ;c — (r-t-r')  2a-f-c  — 

2 = : > 1 '-■> 

- 2 a • 2a 

v.  . ' \ . ' ’ ' , > ' 

nous  aurons  • - • i • . 


(z,  — *)’  = ^ = 4 tang3  p cos1  p — j (z,  4-  z)3J , 


d’où 


et 


C0S2p  = ZZ,-+-  ^(1  — — z3)  (1  — sJ)' 

2 p = arc  cos  z — arc  côs  zi  f 
» . ’ *•  ' 

* sin  ( arc  cos  z ) — sin/  arc  cos  z,  ) 

“•t— 5 — — !i  ■ 

• * \ 1 t f , * s 

il  vient  donc  pour  la  relation  cherchée 

\ * 

(d)  t = ^ [arc  cos  z — arc  cos  z,  — sin  (arc  cos  z)  -H  sin  (arc  cosz,  )]. 
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Dans  le  cas  d’une  orbite  hyperbolique,  z,  z,  étant  plus 
grauds  que  l'unité,  la  formule  (d)  sb  trouve  compliquée 
d’imaginaires  que  l’on  fera  disparaître  en  remplaça  ut 
arc  cos  z et  arc  cos  zi  par  leurs  expressions  logarith- 
miques 

arc  cos  z = -7===  log  z'  1 ), 

V — i 


, arccoss^-rrr^logfs.-H  \Jz\  — 1), 

• ' . y'-, 

et  a par  -r-  a,  ce  qui  donne 

[d>)  | T==~  [v/*f— 1 q=  4~\—  • — iog{*+ H - 1 ) 

| ±log(s1  + V/^Tr0].- 

On  n’aflecte' d’un  double  signe  que  les  termes  en  z 
dans  J’hypolhèse  z ^>z,,  puisque  r doit  être  positif.  Les 
Signes  supérieurs  correspondent  à ir,  et  les  signes 

inférieurs  à v'  — v tr  ; car,  pour  i>r  — e = o,  r doit  être 
nul  et  z = z,,  et  l’on  doit  par  suite  prendre  lés  signes  su- 
périeurs, et  comme  r est  une  fonction  continue  de  v 
les  termes  en  z,  ne  peuvent  changer  de  signes  qu’autaut 
qu’ils  s’annulent,  ce  qui  a lieu  pour  v ' — v — it,  et  quand 
v'  — « e vient  à surpasser  r,  les,  signes  doivent  changer  pour 
que  r continue  à croître. 

La  formule  ( d ) qui  .donne  le  temps,  indépendamment  de 
l’excentricité  dans  le  mouvement  elliptique,  doit  encore, 
s’appliquer  quand  l’ellipse,  s’aplatissant  indéfiniment, . se 
change  en  une  ligne  droite  ; elle  donne  alors  le  temps  qu’un 
corps  en  mouvement  s.ur  le  grand  a;xe  mettrait  à s’avancer 
vers  le  foyer  placé  vers  l’autre  extrémité.  Ainsi  on  peut  dire 
qu’une  planète  décrira  un  arc  de  son  orbite  dont  la  corde 
est  c et  dont  les  extrémités  sont  à des  distances  du  Soleil 
égales  à r,  r1  dans  le  même  tçrops  qu’il  mettrait  à arriver 

directement  vers  le  Soleil  de  la  distauce 


r + r'  -f-  c 


2 ' 


à la  dis- 
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->  si  elle  était  partie  sans  vitesse  initiale 
d’une  distance  égale  au  grand  axe  de  son  orbite. 

De  ce  qui.  précède  on  déduira  sans  peine,  en  suppo- 
sant a = 00  , le  théorème  d’Euler  démontré  au  n°  8. 

§ H.  — Détermination  des  constantes  arbitraires  qui 

entrent  dans  les  formules  du  mouvement  ellip.tique. 

• -•  • • ' , * *•  i * , • 

14.  Proposons-nous  de  déterminer  complètement  l’or- 
bite d’une  planète,  connaissant  l’une  de  ses  positions  et  la 
vitesse  correspondante  en  grandeur  et  en  direction, 

La  formule  (10)  du  n°  2 ne  renferme  comme  inconnue 
que  le  demi  grand  ajee  a de  l’ellipse  et  que  l’on  pourra 
ainsi  déterminer.  ,•  ' . _ . 

Soient  x,y,-z  les  coordonnées  du  mobile  m par  rapport 
à trois  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  d’attraction 
M supposé  fixe.  Eu  posant 


dx 


x — — y — =i  c, 

dt  J . de  ’ 


dx 


dz 


dz 


dX 


' dt  de  ~ T J dt  ~ dt 

* « . » ‘ f I • 

c,  c',  c",  d’après  le  principe  des  aires,  seront  pendant  tonte 
la  durée"  du  mouvement  des  constantes  représentant  le 
double  de  l’aire  k décrite  pendant  l’unité  de  temps,  en  pro- 
jection sur  les  trois  plans  coordonnés  xMj,  iMz,  et 

elles  se  trouveront  déterminées  par  les-données  de  la  ques- 
tion. On  obtiendra,  ainsi  la  valeur  dé  k — y/cJ  -f-  c''‘  c"r 

et  la  première  formule  (9)  du  n°2  permettra  par  suite  de 

calculer  l’excentricité.  . 

, t , ' . < , » ♦ ' # • 

Si  l’on  prend  pour  origine  du  temps  l’instant  de  l’obser- 
vation, la  formule  (17'j  du  n°  12  donne' 
n(t"-d  l)  = u — e sin  «, 
ou,  d’après  le  n°  10,  , 

J ' ; • . : • 

' r — 1—  / = — ^ — esin'a). 

. ’vV  • • • ’ ; '• 


s 
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En  appelant  u0  la  valeur  de  u pour  ( = o,  ona 
ni  — u,,  — c s\n  u,, 

et  comme 

r=a  (i  — esin  #,),  ' . 

on  a deux  équations  pour  déterminer  l et  n0. 

Supposons  que  l’on  compte  l’angle  v à partir  de  i’irtter- 
section  du  plan  de  l’orbite  avec  le  plan  fixe  ou  ligne  des 
noeuds,  et  soient  l’angle  compris  sous  ces  deux  plans,  « 
la  longitude,  comptée  dans  le  plan  fixe,  de  la  ligne  des 
noeuds  ; u la  longitude  du  rayon  vecteur  projeté  sur  le  plan 
fixe  ; p0j  v,,  les  valeurs  de  p,  u correspondant  à l’origine  dü 
temps.  . 

Une  application  très-simple  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique donne 

— sin<p  cos  a,  simpsina, 

.pour'les  cosinus  des  angles  déterminés  par  le  plan  de  l’or- 
bite avec  les  pl^nso:Ma,yMz,  et  il  vient  par  suite 

c ==  Acosf,  & = — Xsinipcosa,  c"=  Âsin^sina, 

• , • ’ * 
d’où  l’on  déduira  les  inconnues  a.  et  ç. 

D’autre  part,  on  a,  par  la  considération  d’un  triangle 
sphérique,  ' * 

tang(v«  — a) 

.*  ' ■ : tangv,  = - — — ~ 

coS? 

et  comme 

y 

, tangv,=  *-> 

. X 

on  pourra  déterminer  p0.  ' , 

Enfin  on  calculera  la  longitude  du  périhélie  w au  moyen 
de  l’équation  (5)  du  n°  2 qui  donne 

i i -\-e cos — w) 

’ •’  r ~ a(i — e5)  ’ ; 

et  les  six  éléments  p,  e,  a,  <j>,  l,  w de  l’orbite  elliptique 
seront  entièrement  connus.  • 
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13.  Méthode  de  Gauss.  — Généralement  on  déter- 
mine les  éléments  de  l’orbite  d’une  planète,  en  l’observant 
dans  deux  de  ses  positions  séparées  par  un  intervalle  de 
temps  déterminé.  Cette  recherche,  qui,  envisagée  à un 
point  de  vue  général,  présente  de  grandes  difficultés  de 
calcul,  se  simplifie  notablement  lorsque  l’on  suppose  que 
les  deux  observations  sont  irès-rapprochées  l’une  de  l’autre  ; 
et  l’on  emploie  alors  une  méthode  donnée  par  Gauss  dans 
l’ouvrage  Intitulé  TheOria  motus  corporum  cœlestium  et 
que  nous  allons  reproduire. 

Soient  : 

• % , • * 

r,  r',  r"  les  rayons  vecteurs  émanant  du  centre  du  Soleil 
correspondant  à trois  positions  d’une  planète; 
o d v"  les  anomalies  vraies  relatives  à ces  positions 
comptées  à partir  du  périhélie; 
up  le  paramètre  de  l’ellipse  ; 

0 son  excentricité.  • ' , 

L’équation  polaire  de  l’ellipse  donne  .. 


i = ecose, 

r 


• — , — i —ecôst'  : 

r" 

• - . * ■ t 

si  l’on  ajoute  ces  trois  égalités  multipliées  respectivement 

par 

sin  (e" — d),  sin  (p  — p"),  sinfp'  — p), 

on  reconnaîtra,  en  remplaçant  les  produits  des  lignes  trigo- 
nométriques  par  des  sommes,  que  lè  second  membre  du 
résultat  s’annule,  et  l’on  obtient,  après  une  réduction  de 
la  somme  de  trois  sinus  en  un  produit, 

^rr' r" sin  -j(e" — p')sin  i (r  — p")sin  \(d — p) 

P~  /•'/•" sin(e"  — *>')  sin(p  — V,)-t-/r'sin(p' — ■<’) 
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3a 

On  s’assurera  facilement  que  le  dénominateur  de  cette 
expression  changé  de  signe,  représente  l’aire  du  triangle 
formé  par  les  cordes  qui  joignent  les  trois  positions  consi- 
dérées de  la  planète.  ' • . 

. Cela  posé,  admettons  que  l’on  détermine  par  l’observa- 
tion deux  positions  de  la  planète,  ou  lés  rayons  r,  r",  l’angle 
v" — e,  le  temps  £ qui  sépare  les  deux  observations,  et  que 
r'  représente  le  rayon  vecteur  qui  divise  en  deux  parties 
égales  l’angle  formé  pâr  r,  r" ; on  a 


"2 


et  la  formule  précédente  se  réduit  à 


(0 


4 rr ' r"  sin i - J-  (v"  — e) 

P ~ /-'(/-H-r")  — -2  rr " cos  ' (»>"  — r) 
4r,sin3}(u,/ — v) 

^ (7  + 7)  — 2C0S'i(l."—  p) 


équation  qui  rènferme  les  inconnues  r',  elp. 

La  formule  de  Simpson  appliquée  à l’intégrale  ^ J ' /■’<* 

donne  pour  l’aire  du  segment  elliptique  limité  par  les 
rayons  r,  r",  la  valeur  approchée 

N 

+ 4r,3  + r">j, 

en  supposant  que  l’angle  v"  — v soit  assez  petit  pour  qu’on 
puisse  approximativement  se  contenter  de  le  diviser  en 
deux  parties  égales.  Or,  d’après  la  formule  (9)  du  n°  2,  en 
remarquant  que  p = a(  1 — <?*),  l’aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  dans  l’unité  de  temps  est  égale  à <fp ; il  vient  donc 

(2).  fV/î*/>=  gK— v)(rs-t-4,,',+  /’",h 

En  remplaçant  dans  cette  formule  r'  par  sa  valeur  tirée 
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de  la  relation  (i),  on  aura  une  équation  qui  fera  con- 
naître p,  par  suite  les  autres  éléments  de  l’orbite.' Mais 
- comme  cette  équation  est  du  cinquième  degré  en  sjp,  pour 
en  éviter  la  résolution  dans  chaque  cas  particulier,  on  pro- 
cède par  approximation,  en  vue  d’arriver  à des  formules 
d’une  application  facile. 

Posons  à cet  elï'et 

' -,  . r»  .,-■■■ 

V/,  = î»  = tang(45°+X); 

on  aura  . * . • . 


■>  r 4-  — 

1 ‘l  I r 

Z Z»  — 


i i -H  tang(45°-t-  X)  \ 2cosi 


\jrr"  ..y'tang(4^,’  + ^)  * sjrr"cmi\ 

■ jr’-f-  rV7=  rr"  (^  + y)  - . 

(4)  ,=  ^'[cot(45<>+M  + ‘ang(45<*-H>)l==^. 

’•  ' 1*  » r ' * ' / . . * 

*»•*•  » •..  t * * • 

D’autre  part,  l’équation  (t)  résolue  par  rapport  àr' don  ne 

• •(  5 ) - r , U COS’^y"—  r)(7T"cOS2>)j  _ 


V 


t*  * ».  .•  I"  • 2sin,\(v"' — v)  ^rrvcoS7.\~\  * 

■ - . cosX  i—  i— - — 

’ L • <7’cosa  J 

et  l’équation  ( 2),  en  y substituant  cette  valeur  de /•', 


m ’H 


3 y^*f.C0S2^ 

( v”  — v ) cos3  J ( e"  — v) rr" cos’a î 


/ * 3 /-  v ...  [ 2 sin3  ;(«"—!>)  ^/t"cosà1 

. • .*/  . t^llCOS-lï  COS’A  ^ I . ■«  J .... 

* ' ’ *'.•*..•.**  / . . * « 

Orr  obtiendra  une  première  valeur  approchée  qa  de 

q = jp,  si.  les  deux  observations  sont  suffisamment  voi- 


...  : • 
v.\  . ; - * ’ 

: : ' > \ ...»  1 " 
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pi  | J*,r1 

sines  l’une  de  l’autre,  en  supposant  r"  = - — - — dans  l’é- 
quation (a),  ce  qui  donne,  eu  égard  à la  relation  (4), 

f^pcosai  , 

Sî  l’on  fait  q = q0-+-  x,  x étant  une  quantité  supposée 
assez  petite  pour  que  l’on  puisse  en  négliger  les  puissances 
supérieures  à la  première,  l’équation  (6)  permettra  de 
calculer  x et  par  suite  une  seconde  valeur  approchée  de  q. 
Mais  nous  n’entrerons  pas  dans  ces  détails  de  calcul,  qui  ne 
présentent  aucune  difficulté,  et  nous  nous  bornerons  à 
donner  le  résultat  auquel  on  arrive  et  qui  se  trouve  com- 
pris dans  la  formule  . . ’’ 

<i\  '/  K--1"'  x l'.±.r±jiJ, 

. ,3^[itco$2\  ",  I -t- 5 ^ . 1 • 

.•  . ' , • • ' 

dans  laquelle  on  suppose  ‘ \ ‘ ..  • • .* 

••  . ^ ..y 

• ' . à asin’-fe"  — v).\/rr" œs2Ï  -, 

• V 

- L Vf AÏCOS2X  J ' * , 

• '•  - 

4 ^ . > < % 

. * 2 cos2 2 X cos*-j ( p" ' — r) 

^ { t , — 3 Sjcos2>  * ’ v '*  . ■ • 

1 * , . , ■ « . ■ ,v . V 

et  la  valeur  de  p obtenue  de  cette  manière  sera  d’autant 
plus  exacte  que  les  observations  seront  plus  rapprochées. 

Gauss  a donné  dans  l’ouvrage  précité  une  autre  méthode 
de  calcul  que  nous  ne  reproduirons  pas,  et  pour  laquelle 
nous  renverrons  soit  à cet  ouvrage,  soit  k T Astronomie  de 
‘ .Del  ambre.  ; * ' . ■ 

16.  On  peut  également  déterminer  les  éléments  de  l’or- 
bite d’une  planète  en  se  donnant  les  rayons  vecteurs  corres- 
pondant à trois  positions  de  la  planète,  et  les  temps  em- 
ployés à parcourir  les  arcs  qu’ils  déterminent.  On  est  alors 

.<  ' . * ■ \ *\  . 


, . ùà 


s . *. 


1 


v * 


* 
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conduit  à des  équations  dont  quelques-unes  ne  sont  pas 
résolubles  algébriquement  5 mais  cet  inconvénient  dispàrait 
lorsque  lés  observations  sont  assez  rapprochées  pour  que 
l’on,  puisse  développer  les  coordonnées  des  positions  corres- 
pondantes en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  as- 
cendantes des  intervalles  de  temps  écoulés,  et  c’est  main- ' , 
tenant  ce  qui  va  nous  occuper. 


17.  Développements  en  série  des  coordonnées  d'une 
jilanète.  — Soient:.  . . 

jr0,  ÿt,  z o,  les  coordonnées  d’une  planète  dans  une  4 
position  déterminée;  par  rapport  à trois  axes  de  di- 
rection lise  passant  par  lé  centre  du  Soleil; 

. ■’  ÙCj  j z,  les  coordonnées  de  la  planète  dans  une  posf- 
. v .üou  quelconque;  . \ * •*  . ' , . ; 

t,  le  temps  qui  -sépare  . ces  deux  positions,  considéré 
- comme  positif' ou  négatif,  selon,  qu©  la  seconde  po- 
sition est  postérieure  ou  antérieure  à la  seconde; 

iî)r 

» santés  de  la  vitesse  à l’origine  du  lenips  I,  paral- 
'.lèles  aux  trois  axes  coordonnés.  . • ’ 

t • » ' , « ' j*  * • 

’ On  a,  en  supposant  t sufGsaipment  petit, 

. i LdA\  1 /ePx\  t' 

• • •• 

• •'  ■ 

L’accélération  du  mobile  étant  £ et  dirigée  vers  le  centre 

• ' r « r 

. . * * . . » • . , * 

d’attraction,  il  viçnt^  . • . . , 

* . : tP  .r. 

(«)•■ 


U X 


et  si  l’on  pose 


dr  * dx  dy  dz 

r-  = x - + yti  + z~' 


dt 


dt 


dt 


3.**'  > 

. a.  j...  ;■ 

,C  s*,-  r-. 


. t • 


jr.  *;•  ’ 


,\ 
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on  déduit  de  cette  équation  par  la  différentiation 


dix 
c il 1 


3 J I dx 

X — • — J 

r4  r’  </< 


<Ù*  \r*  Ut  r '■  r*J 


2.3.5  dx 

r‘  * tU 


On  obtiendra  ainsi,  en  supposant  t — o dans  ces  formules, 
les  valeurs  des  coefficients  des  puissances  de  t supérieures 
à la  première  du  développement  ci-dessus  de  x,  en  fonc- 
tion de  » 

■ V , • . (ds\  . / 

A-..  ■*,.  r„  s,  =x,x,  -t-/./,  -+-3.S,, 

•.et  en  posant  . . ' . . • • 


ri  1.2 


1.2.3 


(8) 


\ r;  /-J  r;  / t. 2.3.4  •• 

Tî_.  **  , . 

•rj  i.2  3 rj  -t .2.3.4  ***•*'  •' 


on  trouve 


(9) 


x = x0  T -f  - x't  U, 

et  de  meme 

y=jof+y,v, 

z =rT  z0  T -I-  'Z . U . 


18.  Si  nous  supposons  que  l’on  connaisse  deux  positions 
de  la  planète  ou  x0,  y0,  So,  y,  z,  et  le  temps  écoulé  t 
supposé  assez  petit  pour  que  l’on  puisse  en  négliger  les  puis- 
sances supérieures  à la  troisième,  les  équations  (9)  sont  B-.' 
néaires  en  x’,,  ry\ , z’t,  que  l’on  pourra  ainsi  calculer,  et 
l’on  sera  ramené  pour  la  détermination  des  éléments  de 


l’orbite  au  cas  étudié  au  n°  14. 

1 -tyk* 
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- On  remarquera  que  l’on  a 


4-2 


ou,  en  vertu  des  trois  équations  déduites  de  la  formule  (c 
en  représentant,  pour  abréger,  par  %v0  la  vitesse  eorre 
pondant  à la  première  observation, 


J±_ 

r~0 


» 


' quantité  qui  se  trouvera  ainsi  déterminée. 

On  peut  calculer  immédiatement  a cl  e au  moyen  de  j 

* ci%*  * ' * c 

s\^  en  effet,  en  éliminant  entre  les  équations  (2)  et  (3 

’•  . » ' •"  ' ■ ■ ■ . . •"  • 

.•'du  n°  1,  remplaçant  çp  par  p et  A,  h par  leurs  valeur 

' • du  n°  2,  on  obtient  , • ’ . • • • •'  ’ 


r — ^ / .. 

2 r * — ' £i  (1  e ), 

<2  ..  • p- 


d’où,  en  différentiant,  eu  égard  à la  valeur  r~de.s 


I 

T **  i*-  de 


e/s 


et  enfin 

• * « 
'•v  * •* 

(IO) 


I 

r0 


r 

So 


nr.-rî  — ‘ 


’•  On  voit  aussi  quel»  ,»n,iuS».  et  4, 

■ et  U,  ne  dépendent  qne  de  fa  forme  do  1 oriite  et  non  de  se 


position.  • * 

m Admettons  maintenant  que  l’°n  connaisse  trois 
, i9-  Admett  et  les  temps  *'  employés  à par- 

. • rayons  vecteurs  r0,  o y <Jeux  derniers  du  pre- 

courir  les  intervalles  qui  séparent  Ie ® * < t . ..  . pre 


• .•  v-. 

/ >*  .v 


r ‘ - ’ > * '•*  4 . 

• v . ■ 4 , 1 

> . . . r*  : v . •*  : 


* ^ 

*/.  * 

> - f< 
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• * ‘ ' ' » » ' 

mier-,  les.  équations  (g)  donnent,  en  faisant  la  somme  de 
leurs  carrés, 

rJ=rîT’4-2J.TlH-{j:':  + .r'î-Ks’jjü’i  • 

' • - * / % 

mais  des  équations  (io)  des  n0!l  2 et  18  on  tire 

' ’ ",  •'  ■ ’ * r - • ” ’’  ?’ 

‘ , -/»  _ 2f* 

'<r*~  7»- z*—  — — - = — 

* » > • * . , * . ' , * r0  » 

' •*'  il  vient  donc  . , , ' ' ‘ 

rj  SB,  r J T*  -+-  2 J,  TU  + 4*  r,j  U». 

* * * # \ • * . * ‘A  ' • ' *- . .• 

, 

On  a de  même,  en  désignant  par  T',  U'  ce  que  deviennent 
.T  et  U en  y remplaçant  t par  l\  , , •* 

rj  = >lT‘+ai,T'lT+  IP,  ' ■ 

• . *\'>  v 1:  ■ •• 

, ’ • • *.  ■"  .•  .'V  •.  ■ 

* et  en  s’arrêtant  aux  termes  du  quatrième  ordre  en  f,  l ',  on 

aura  deux  équations  qui  permettront  de  déterminer  s0, 
par  suite  a,  et  e,  et  enGn  les  autres  éléments  de  l’orbite. 

ovv- v 

§ III.  — Détermination  des  éléments  d’une  orbite*  * ' 

, ' cométaike.  ..  ... 

4 * * ' ■ , ‘ ’ , , 

* I * ' • ' 'l  ‘ " , r 4 9 

20.  Le  problème  de  la  détermination  des  éléments  d’une 
orbite  çométaire  au  moyen  de  trois  observations,  sur  lequel 
Newton  s’est  exercé  le  premier,  et  dont  il  n’a  laissé  que  des 
solutions  imparfaites,  a occupé  depuis  plusieurs  grands 
’•*  . géomètres:  Euler,  Lambert,  Olbèrs,  Lagrange,  Laplace, 
Legendre,  qui  ont  proposé  des  formules  approximatives' 
d’une  application  plus  ou  moins  facile. 

La  méthode  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul  est  celle  d’Ol-  , 
bers,  telle  qu’elle  a été  perfectionné  par  Gauss,  à l’occasion 
de  la  seconde  comète  de  i8i3,  et  c’est  la  seule  que  nous  ex- 
poserons. • ; . • . . 
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Soient  (Jig.  x)  : . . , . ' Æ* 

,.le  centre  de  la  Terre  5 
, le  noeud  descendant  de  1 ’ écliptique  ; 

> C,  deux  positions  contemporaines  du  Soleil  et  de 

comète  5 . ' *' 

ft  ==  ST,  9 =='JNTû>£  la  distance  du  Soleil  àlaTerre  et 
longitude  du  Soleil  ; 

p = TI,  la  distance  de  la  comète  à laTerre  en  projectio 
sur  l’écliptique  5 ' ' 

•te  = JntÏ*,  £ = CTP,  la  longitude  et  la  latitude  de  I 
- '•  , •< 

•;  v.’  coroete  9 ' 

— sr.'  la  distance  de  la  comète  au  Soleil. 


En  affectant  des  indices  o,  1 , 
portent  à la  première,  la  seconde 
tien,  et  posant 

. 0„>cos^»=co$4'O, 


il  vient 


zomètc  à trois  axes  rec- 
le  centre  du  Soleil,  l’un 
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l’équation  (2)  devient 


(3) 


c = a1 . 


S-'sin37, 


et  les  équations  (1)  ; . - * * - ' , 

r° = ) -+-R»sin>. 

I — ^ 


hVCtïs)-'*’* 

Nous  allons  maintenant  elxerclxer  à calculer  approxima- 
tivement la  valeur  de  IM. 

• Les  formules  (g)  du  n°  17  donnent,  en  conservant  les.*-., 

notât ions  du  n°  19,  ; ‘ , • . . 

- .•  = X0T  -fr-  or0  U, 

■*  * --  v < <*  . .z-,  = '.a^o  T' H — -^o  U', 

•*  ..  *.  • >.•' 

d’où  i’on  tire,  par  l’élimination  de 

A . . - • * ' * ' 


V"  JC  O U'je> 


Ux,  = o, 


[ph  V 

n posant  . % ‘ XXj'__  UT% 

l’on  aura  deux  équations  pareilles  entre  les  coordonnées  • 

7a  comète,  parallèles  aux  deux  autres  axes. 

i - 1-  «-rd7"é“^ttLT,eparlenK  •' 

eurs  déduites  des  équations  (*)>  on  1 ;°'  . 

' tT;  o’  ros  pci  — f~~  U pa  COSa,  ..  i » • 

Ù"  p0  sin  a a P‘  910  1 TT  R gjn9  • • 

tt- R sf«  — Ü'R.  sin  <?,  -f-  U*’  , . 

= U R„si  no  • „ — -tJfi  Ungp,  = 0. 

tangp.  — u p.;«nSP‘  ' • , 

X Y les  coordonnai  de  la  Terre  paral- 

S-nrrrr*  , „e,lr,  son.  «gales  a R cosfi,  . 

ix  axes  ■£,  dérivées  par  rapport  au  * : 
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temps  5 elles  satisferont  à des  équations  de  la  même  forme 
que  les  équations  (9)  du  n°  17,  et,  en  représentant  par  0 
et  T ce  que  deviennent  alors  les  fonctions  T et  U,  on  a 

'■  X,=:X,ft+x;.ï„  Y,  = Y,©  + Y',.r,  • 

x,=x,e'-t- Y,  = Y,©  y'j.t, 

' - . * * ' . * • •’ 

et  les  seconds  membres  des -deux  premières  équations  (5) 

deviennent  respectivement  * • . 

X,  (—  tT-h  U'©  — u"©')  -4-  x'„  (U'r  t-  u"r')  = 1,, 

Y.  (— -ir-h  U'0  — U"©')  -+-  Y'0  (U'ï  — u"r')  = V;  . *'  • : 

or  on  a,  en  s’arrêtant  aux  termes  du  quatrième  ordre  (47), 


— ifil  _i_  | 

[y  — ^ 

K 

I 

_l) 

I 11, 

3 ri  ^ - 

1 so  — ° 

7 

T 

3r,J 

' Br*’ 

S s ,/>■  . 

l ,y  . 

s l 

i A 

t •* 

— :pt  H ; — H 

r‘Q 

^.  — 5 

ri 

4* 

3 r„) 

1 8 r>\ 

' Ori  + 4 ri 

. . • . 

* . v • 1 

T *•  ' 

•*  • 

' . •• 

d’où 


t' 3 ’**  ç 

Or,  4 r\ 


U — f . 


; . (f- *)(✓  + <)’ 


et  de  même,  en  appelant  S l’équivalent  de  s pour  la  Terre* 

«I  c ai  . n .1 


0=i  — 
0'~  I 


, T = t — 


il 

4H.3  + 2R; 

S et”  , . 

4n;~h2Rz’  J~e  4rj 


-4r; 

r'5 


Soi* 

4Rf 

S .t” 

4M' 


^ubsti  tu  q + 

géant  lCs  , Ces  differentes  valeurs  dans  L et  L',  négli- 


t * 


Ulil  V>  V*»  UUUO  AJ  V*  1# 

du  cinquième  ordre  et  posant 

*^f[4  ~ «7  ~ (r + ()i<+ sj)]  ’• 


. — •»  r * * 
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L = -w 

L'=  _w.(^^  î^.'.n  , > . 

• » , » ; 


or  X0  H-  —3—  - X'0  , Y o -J -q— — - Y représentent,  aux  terme 

du  second  ordre  près,  les  coordonnées  de  la  Terre  au  l>ou 

' . f _j_  tr  ' ~ - 

du  temps  — — ^ — compté  à partir  <le  la  première  observation 


— Y' 


-Si  donc  on  désigne  par  R'  et  Qr  le  rayon  vecteur  du  Soleil  e 
sa  longitude  à cet  instant,  et  qui  seront  donnés  par  les 
'•*  tables,  les  formules  (5)  deviendront 

î/..  ( U'V»  cos  z0 — : U'p,  cosa.  -t-  U f>2  cos«3  = _ tVR'cos,', 

-,  (6)  ) U"p0  Sin  a»  --r  V pt  sirioc,  —J—  Up*  sin  a,  = ~ WR'  sin  fl', 


l^p,  tang  p„  — U' p*  Up,  tangp]  = 0. 


•'/.  En  divisant  l’une  par  l’autre  les  valeurs  de  Up„  U"p0 
•que  l’on  tire  de  ces  équations,  on  trouve 


i.  1 , ■ tang  (3,  sin  ( 0'  — X' tâ^bsinfo^)  . U" 

(7)  ta.ûgpa  sin  ( ) ; ti,n»P<  «*?  (*-.«*)  U • 


Si  les  observations  sont  suffisamment  rapprochées, 

rf--  TJ" 


. • XJ  r— 

pourra  prendre  approximativement  = — } M sc  trou-  ' 
•vant  déterminé,  les  équations  (3)  et  (4)  ne  renfermeront 

plus  nue  l’inconnue  u.-  ^ 

Cette  inconnue  se  déterminera  par  tâtonnements  en 
cherchant  â faire,  satisfaire  les  valeurs  (3)  et  (4)  de  e . 
J?,  r,  à î équation  (4)  du  n»  8,  qui  denent,  dans  le  cas 

actuel, 

. > • ■ * -mw [<'•+*+ • — .<?  y- *> - J’ 

• * ■ 1 


■ * - la»  second  terme  du  second 

. ■«.  employant  le  «e»»  - P-"--  " 

• \ * ’ ' . ■ ^ • , » « • * •*.  « i 

^ ‘ *.  ^ „ . - 

„ • • * ' ' * **  « . •:  > * 

« * ' •/  « • * ■ « 

, • -f  . • » . . . , r ■ ■ . ’ • 

* - * " ~ ' m V » e 
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membre,  attendu  que,  d'après  l’hypothèse  sur  laquelle  est 
basée  la  détermination  de  l’orbite,  «"correspond  à un  espace 
angulaire  moindre  que  i8o°.  1 

La  quantité  u étant  connue,  on  en  déduira  la  valeur 
de  p0 , par  suite  celle  de  p,/ 

21.  Soient  maintenant 

A0,  les  longitudes  héliocentriques  (*)  de  la  comète 
dans  la  première  et  la  troisième  observation; 
d05<5j  les  latitudes  héliocentriques  correspondantes; 
v>0,  v*  les  longitudes  dans  l’orbite:  ' 

i l’inclinaison  de  l’orbite  sur  l’écliptique  pouvantprendre  ; 
les  valeurs  comprises  entre  o et  90°,  en  distinguant  les  • • 

* mouvements  direct  et  rétrograde;  ’’  '•  ..  . 

« la  longitude  du  périhélie;  , . • 

D la  distance  du  Soleil  au  périhélie/ 

On  trouvera  les  coordonnées  héliocentriques  de  la  comète 
au  moyeu  des  formules  suivantes  : , • V.  y 

p„  cos  ( a0  — ô0)  — R,=  r„  cos^ocos(l|,  -^0»))  . * 
pt  sin  (a0  — 0»)  — r„  cos  5t  sin  (1,  — 0O), 

• * . . »*  _ , . j**  ' ' •* 

• p0  tang  jh  =:  rt  sin  oc;  ■ Y . • . 

•#  '*  ’ ' , « •»  -.  * * • 

p,  cos  (a,  — 0,)  — Rj=  r2  cos  S,  cos(>,  — 0,), 

• f*  I * . ' * 

p,  cos  (a, — 0,)  = r,  cos  sin  ( V — 02), 

p,  tangp,  ==  r,  sin  S,.  , . . t ’ 

• % ' » . • • . . r 

On  déterminera  la  longitude  fl  du  nœud  et  l’incjinaison  ,• 
de  1 orbite  à l’aide  des  formules  . 


^ tang  S0  = tang  i sin  (^0  — & ), 
eosfX,  — X,) 

‘ si«P-,  — 


= tangi  cos(>,  — û); 


(*)  Nous  „ 1 \ 

xlohn  'l Gt%°ns  que  Ifi  mouvement  d'une  planète  ou  d’uné  comète 
tro»  ci, ^ °U  géocentrfque  selon  qu'il  est  rapporté  au  Soleil  ou  au 


d’eux  étant  considéré  comme  fixe. 


. » V-  >»#. . 
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le  sigçne  supérieur  est  pour  le  mouvement  direct,  et 
signe  inférieur  pour  le  mouvement  rétrograde. 

On  aura,  pour  calculer  les  longitudes  dans  l’orbite. 


tang  (>.„  n ) -'■  ’ 

- = tang  (r„  — n), 

- COS  l ° ' >>  ^ 

, » , *• 

tang  ( Va  — sn  ) 


cos  i 


tang(p3-û), 


% * * * * * 

et,  pour  déterminer  u et  D, 


* S 


" - ‘ • \]r.  V s/r> 

cos  \ ( o3  — Op  ) 


i 1 , ' .« 

COS  (<'o  «*], 


sfr* 


■ — " 7 7^  /K  s’n  ^ ( v*  — ’ 

sin  -I-  (y*  • — r0)  v/'=  V ^ 

* 


• équations  qui  se  déduisent  de  celle  de  la  parabole. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  démonstrations  de  ces 
' différentes  formules,  en  raison  de  leur  simplicité  môme. 


1 


CHAPITRE  II. 


DES  PERTURBATIONS  DES  PLANETES. 


. § I.  — Équations  différentielles  du  MOUVEMENT  d’uN 
SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS  SOUMIS  A LEURS  ACTIONS 


MUTUELLES. 


22.  Soient  M,  m,  m',  ni",,..,  les  masses  de  plusieurs 
points  matériels  qui  s'attirent  mutuellement,  proportion- 
nellement à leurs  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des . 
distances,  et  proposons-nous  de  déterminer  les  équations 
du  mouvement  relatif  des  masses  ni,  m',  m par  rap- 
* . porta  trois  axes  rectangulaires  de  directions  fixes' M:r,  M}', 
Mz  passant  par  le  point  M. 

Soient  x,  y,  z les  coordonnées  du  point  m,  et  r sa  dis- 
tance à l’origine  M;  pour  une  autre  masse  nous  emploies 
. rous  les  mérites  lettres,  mais  accentuées  de  la  même  manière 
que  la  lettre  m qui  représente  eéttç  masse.  La  distance  de 
deux  des  masses  m , m1,  m".,...,  sera  indiquée  par  la  lettre  p 
affectée,  respectivement  en  haut  et  en  bas  de  L’accentuation 
• de  cés  deux  masses.  ; ' ‘ , •_ 

Pour  arriver  au  mouvement  relatif  cherché  des  masses 
m,  rn',  m",...,  il  faut  concevoir  qu’on  leur  imprime  ainsi' 
qu  à M une  vitesse  et  une  accéléralioni  égales  et  contraires 
. à celles  Je  ce  dernier  point  qui  se  trouvera  ainsi  ramené  au 
repos.  Or,  en  supposant  f—i  conformément  à ce  que 
ayons  dit  au  n°  3,  l’accélération  de  M est  la  résul-' 

tante  des  accél*î  • n*  m>  . ,■  , < 

- **ïraijons  — > —£>»••»  dirigées  de  M vers  m, 

'"'-I  edi*  ■ r-  r ' .M  \.V.  , 

, sc  compose^le  - , yi  -yi  ■ ■ •,»  dirigées 


' * « , * 
: • • • 
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resçecxVv ement  de  m vers  M,  m 0n  à donc 


(f2  X 
c/*3  *r" 


rfi  .27 


A?/  Æ?r 


*2*  -ar  ' 7/î  — a? 

—~T7r*'T7>  pv"  p" 


• ♦ . # _ ' ^ ^ •«/'*-.' 

Si  l’on  donne  au  signe  ^ la  sîgnificationconnuedejonznje,. 

; " f ■ * v ‘ ■ - « 

que  l’on  pose  , :■ 

• *•  •'  ' /'*  -r-yr'  — I—  -rr'-4-zz'\ 


(■2) 


*=Z"*'(? 


-+- zz'\ 
r'»  J’ 


. - , f 

et  comme  aux  deux  n°®  2 et  3 


il  viefit 


1.3?  Vv 


p = M -+-  m-*  • ';*  . 

4 * - * • • *-  •. 
f " s-  * * 2 * . *v  * <*  , ' 

!’**.•  «r**r  , _ «'H 

:v'  •.  v . - ‘ ' .rzr?  , dp'  : . > '; 

* de  même  *-  > ^ ^ _ W ...  /■  ■ ' * , \ 

• * tie*  ' r*  dy  ' 


eu1  r*  dy. 

jsy  bz  rfR 

75-  =*=  dz’ 


suffira  d’accentuer  conjenab  ^ _ ’çst  sous  cette, forme  que 

* dans  les  ^^^j^orderle  problème  des  per  tu  r- 
ces  équations  permettent  a 

bâtions  des  pj^netes.  diverses  équations,  elles  don- 

Si  I on  pouvait  i ^‘YZa  Z U '»'>  f.nc- 

neraient  les  coordonnées  . 1 _ . j déterminer  à chaque 

, lion  du  temps,  cl  l’on  pourra.?  vr : . rtalhellreuscm^,| 

instant  la  position  de  ces  poin  , ^ intégration  est  impos-  : 

. dans  l’état  actuelde  la  sftence,  cfc^te  ? . ...  . . _ , 
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s'.blc  H, 

trois  corps  M,  , TTl,  "l'  ' ^ . 
d’intégrales.  ^ ceS 
raou^cme^  ^ c(£0yxe 
vives, 

teinent,  ^ v ^estcecV 
vue  de  - ,.  -,,é- 


trois 
les  c 


-ne 
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Estantes  arbitr  ai  res  5 on  a 

représentant  é^  par  «3%  b'  «"  b"  c 

1 1 • 


constantes  arbi*_ 


49 

de  mènte,  en 
quatre  autres 


n>  -+.  b't 


rnjr 


IVt 


Ç=a"-f-6'V- 


IVt 


24.  Le  prinçipédes  aifes  appliqué  çui  mouvement  relatif 
de  «j,  ra',..w=,  par  rapport  à M donne,  en  remarquant  que 
les  forces  dm  es  à l’accélération  de  IVI  prise  en  sens  contraire 
fournissent  seules  une  somme  de  moments  qui  ne  s’annule 
pas,  •• 

2 1 cl’X  cPz\  -ycp  / 

m\Z~dF~~*  *»)—  ""  2 Q rit',  dt'f 

■ rt-j  ^ y »’*, 

I * • • « 

« « 

ou,  en  remplaçant  ^7  par  leurs  valeurs  tirées  de  1 é- 
quation  (a)  et  de  son  analogue  relative  à Ç, 

mi 

-yr\  d,x 
• 7 m — 

**  do 


rtc 


V / d'x  d'z\  2 mx  rt  j Z. 

d’où,  en  appelant  C une  constante. 


m+2. 


2"(‘.£-4) 


mx 


m 


r/z 

rtc 


2dx 

mdt=  c. 


M 


M 
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l»f/eijrti^u\e  *^*e  et  les  six  autres  que  nous  avons  Ob'- 

antes  aum  _ *3  sont  les  seules  que  l’on  ait  pu  tirer  • 

s épations  i Munies  aux  équations  semblables  rela- 
yes aux  masses,  m,  m',  Gt  dans  cet  <jt*idc  choses 

test  obligé,  *>°Qr  arriver  à des  résultats  utiles  pour  l’As- 
momie,  i&~-  °1*’  recours  à la  méthode  d’apjJroximation  . 
eàLaçcM\  ^asée  sur  la  variation  des  constantes, arbi- 
ires,  a°Us  allons  maintenant  exposer. 

§ R-  — Théorie  des  peuturuati oivs  des  planètes. 

16.  Le  problème  que  nous  'nous  proposons  maintenant 
’ésoudre  ne  consiste  pas  à détenu i ner,  même  approxi- 
ivetnent  pour  une  certaine  période,  laformedelatra- 
tire  de  ln  planète  troublée,  mais  lus  éléments  dçs  ellipses 
tendrait  à décrire  successïvem  eut  1 a planète  si,  à chaque 
int,  les  forces  perturbatrices  venaient  subitement  à s’an-' 
r.  La  trajectoire  n’est  alors  autre  chose  que  1 enveloppe 
;s  ellipses,  ou  encore,  si  l’on  -veut,  une  ellipse  qui  se 
'me  à chaque  instant  en  changeant  dç  position. 

. Méthode  de  la  variation  clés  cortstanfes  arbitraires. 
éprenons  les  équations  (3  ) du  nu méro  précédent 
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second  e* -en  fonction  desquelles  on  peut  conce- 

m gue 1 on  >!mé  ces  trois  variables  ainsi  que  w„ 

r ’ 

On  a . 


JR  rfR 


„ rfR  dcti 


~ — — S ‘ "T-  0 ?*  5 i -r-  ^ — — . — — f 

k *-■  ***.  «Çx-  7 riz  rfa,-  dz 


<*R_C  ^R  dai 
— s • -y—  ~r  » 


en  reçrésenv*  pour  abréger,  par  «.-l’une  quelconque  des  • 
saeoTOtasve»  et  par  la  notation  symbolique  S la  somme 
des  termes  obtenus  en  donnant  successivement  à l’indice  i 
ses  six  valeurs  s. 

Si  1 on  substitue  ces  expressions  dans;  l’équation  (a'),  on 
trouve  - ' 

da  — S (^-  — da°  cie*i  | <Z**o  da\  ^ R di 

' - \dwx  dx  diVy  djr  dtx,a  dz  ) da{ 

« . , 

Or,  la  fonction  R étant  indépendante  de  wx,  w y,  w„  ses 
dérivé^  par  rapport  à ces.  trois  variables  sqnt  milles,  ce 
jui  donne  ' * 


riR  dai 
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S • 


«fR  dat 


, ddi  dlVy 


riR  ddi  _ 

■ _ ddidu’t 

da , 


Multipliant  la  première  de  ces  équations  Par  ~ dt,  la 
onde  par  dt,  la  troisième  par  et  retranchant 

somme  des  résultats  .obtenus  de,  la  valeur  précédente 

&<>,  on  trouve  - * . . 

■ d R 
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a'dénrit  tâ**  tre  identiquemeut  „„i.  ' , 

dc~*7*_  <hv  dw  M 1 nulle  pour  les  va- 

~df 


. , de-*?*  div 

leurs  (a)  i ~~ , ce  qui  donne 


(P) 


da„ 

Ht 


da, 

dx 


da0 

dy 


Cdt*a  . 

**'• 
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, dxdt 
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Si  maintenant  on  différentie  — — par  r-apport  au  temps,  on  • 


trouve 


dp=(-£^+dl^.^, 

dw z \dtdwz  dx divx  . - 
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Mais  l’identité  (fi)  donne,  en  la  difA^rentiant  par  rapport 
à w»  et  en  remarquant  que  *V  est  indépendant  de  cette 
variable,  , 
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28.  jipjfouj’  1°  méthode  de  la  variation  des 

constantes  arb*.  ^ es  aux  perturbations  des  planètes.— 

En  supposant^  A),  pour  simplifier,  p = i,  nous  avons 

trouve  aux n0i  et  14,  pour  les  intégrales  du  mouvement 
elliptique, 


i», — 


W -t-  w 


c>  ZU‘Z  - — (V,  j: 

,?  2 I 

1 r + - ==  ° j 
r a 


c'y  \ytv,  — Wrz  — c",  . 

_ eit> 


de 


= sja^~é>). 


r:s=:  a{ i — ccosk),  r H—  l = a3  (u — esinu), 

• . • * ' • ' • 

« ( i e'*  ) ■ 

r~ -• 

i -+-  c'  cos  ( v • e,  ) 

/ .•**•*' 

Dans  la  dernièrede  ces  équations,  e,  désigne  la  longitude 
du  périhélie,  relativement  à la  ligne  des  nœuds  prise  pour 
origine  des  angles  nous  réservons  la  lettre  « pour  repré- 
senter la  longitude  du  périhélie,  par  rapport  à une  autre 
droite  comprise  dans  le  plan  mobile  de  l’ellipse, et  que  nous 
définirons  plus  loin.  -*  „ f •• 

• On  a de  plus  les  relations  * ' ’ 


(4) 


tangf  = 


y/c'y-f- 1 


tunga  = . — ~ > 


P=ç’+ <?>-!- c" 


( i «*)• 


Nous  choisirons  provisoirepaeO t Pour  les  six  arbitraires 


awuo  t,Uül91UUIS  piUVlSOlrCplC*1  ^ XT  

introduites  par  l’intégration  des  équations  du  mouvement 
elliptique,  a,  l,  vit  èt  les  quantités  A»  T’  ^ substituées  aux 
constantes  c,  c7,  </',  auxquelles  elle»  sont  hees  par  les  équa- 
tions (4),  mars  que  nous'  conserverons  _ transitoirement 
pour  faciliter  le  calcul  des  quinze  cor»  anaisons  (a0,  a,) 
entre  les  six  arbitraires  ci-dessus- 

. Pour  rendre  plus  claire  l’exposition  e 06  ca  cu  > nous 
allons  établir  sûiis  la  forme  de  lêrrirrses  que  ques  propriétés 
relatives  à c,  c,  c",  qH’il  npüs  est  o.tile  c . a ’ 


' pigiiized  by  Google 


v . 


..." 


liMMfc  » 

*** i' 

e cjuatto 11 


fo'1 

Tout*'  J 


„* * '■**  „ *s  COI»'»»1".’  , . 

„tlOll  a‘  ■ ' 


dO  ■ O • 

'-+■ 1 alv. 


ei , 


ÿi  rV -3*1  ière5  **•>*-  43  v 

rf»’*  i^ti*  V 


^ «-et.  » v«l° 


liai 

y^dc 


da  i 


+ 1 rfc' 


<*“'*  .le^* 

ou  -rT 

• dC^  ^ en  àérWen1  T?° 

ce»-s^  • 


uv 


• ~?i  >■*  • ce»«  «“  “ „ ci.4es*«s- 

.n>  *■  ,lKv»«<=»rC  • 

•*V—  s '•i  tuant  ®c  trle*,1^>  nul-  * ' ' 

- aaùsVe  P^Ueldeotî^elflenl  es  des  cornt’***1 

e"t,d  ; *. 


qu’il  dev»  <7"'-  ' c c » ^ • _ vrése"~ 


és<?«- 


V « 


AT  _ falc'"-  n nsl<*'-:  sUWat>-“  dé»ft  v 


</ 


.vw- eu  *>  ‘a) 

VV:x^t-k)ns  q*u’ 

Ci 


^ s 


1 étions  qul’ 
foi 

c",  (ç-  c"ï 


àlesfo^’  ■_;  ^ 


'»  ^ 


b» 


O 

O 


f c')-*[C’C  ^ 

.,  » S -4-  ic',  C"^  •* 

A . ^,==9’ 

c - (c"i  ^ 

=-(*">  C>A  ' ^ 

(«r"Vc)  3? 


(«%*) 


c/* 


-+- 


c/c 


(B),  t*'1’ 


,.  «“»*■ 141 
M.  » 


. V 


■ \ '■  ; ' 


Cc> c') 


c/<*  ^-(c»c  ^ dc‘ 


dv  -s?  °’ 


A ^ 


^iéteriu.111  ci 


loi*» 


les 


va 

,vce 


le9®s 


des 


' . ' àt.  (4)- 

S'èV'*  . 


</'  a-''*' 


leteriui 

^ dsc^uolles  ®* 


eft- 1 


Digitized  by  GoogI 


^CAMIQUE  céleste. 


20.  ConÜM***'1*  qui  rie  renfermât  ni l 


59 

ni  Si 


1 on appli<]'le  la  ^ à Jâ  dernière  équation  (4)»  en 

ayant égar d au  s «3^ïwl\emme  ei  -dessus,  on  trouve 


M)=  C ***)-  + («,  *')  5ir 

et  I on  obtient  de  mémi 

■ o. 


, dA 


Aa,«-V 


0. 


{5)  j (r,*ï^{^)il  + (c', 

■ Y («.is^^ié+fc 


4 y £±  . 

A)  Hë' 


<<*  *)  &**•»• 


o,  ..  ' 

30.  Combinaisons  entre  l et  a. , à,  <p  , «- — r^n  remplaçant 
dans  la  septième  équation  (3)  u.  par,  sa  Valeur  tirée  de  la  4 
précédente,  on  obtient  un  résultat,  de  la  forme 

(t).  / = — A-,  /"), 

d’où,  en  considérant  n et  k comme  constantes  et  en  obser- 


vant 


qû 


e 


i^  + y'+i*, 


j-  c//  - 

</r  ’ 


«7  __  <//  dr  _ 

. dx  t/c  </.r  f 

et  l’on  a deux  équations  pareilles  par  rapp°11  à j^et  z. 

La  formule  (B)  appliquée  à l’équation  (t)  donne,  pai 
suite,  relativement  à l’une  quelconque  ctt  es  quatre. con- 
stantes u,  h\  <P,  *>  x 

(Ç)  (/,«,)=  --  (x^L+jr  77^  -+-  ~ r dr' 

7 pi»1  1 t de  w>,  w,,  et  que 

en  remarquant -que  / est  lndepent,a11  L 

1 , , dl  y.  , di  . llUl  en  vertu  de?  équa- 

'•  """»  («.«-)  a + (*•  *>• ,«  “*•  ’ 

lions  (S).  . * v*  . ■ 
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quant  que J'*  -+-  z*, 

[ dtf  d?  ' ' . ' 

-*«  _ éb>  _ 

dx~  /Js^V^Tcost»’  dr~  ~ 
dv 


6 1 


*cos, 


jy  * 


71  — ZJ 


?COS( 


’sin  «pcosf'1  rfz  r5sinçcos<', 

de  / <r/s  <V/-\  j 

- ) — = I /• z ) - . 

9 dt  - \ de  dt  J r>  sin<pcoSP 

Ysawre.. — &-)cs  combinaisons  rlrms  lesquelles  entrent  c 
cW'ety,. 

La  formula  (B),  appliquée^  i’écpuation  (0),  donne,  en 
ayant  egard  à 3a  formule  (i)  et  à celles  des  nos  28  (lemme  II) 
.et  29,  • * 

- • / foc)  =(^7ë),  * ' *•*  • 

(pi»  c>  ) — (**',»  c0  ~*r  (<?> 

• rii* 

(*'*»  c")  — (vii  ct/)  ~+~  (<P»  C"  ) dÿ’ 

On  calculera  les  premiers  termes  dès  seconds  membres  do 
ces  équations  en  appliquant  la  formule  (A)  ® la  dernièredes 
équations  (3),  résolue  par  rapport  à cos  (v  r,),  dans  la- 
quelle on  devra  considérer  les  arbî  traires  comme  des  con- 
stantes absolues,  et  l’on  trouvera  de  cette  manière 


(•>„  c ) = o, 

| foc’)=  — 


rsiny  cosv 


r\dv 

(.<P*  c ) e/? 

dv 


civ 

] c”)  = —H*  ( 7»  ^ 

7 rsmfcosr  T 

i est  inutile  de  développer  davantage  ces  formules  pour 

usage  que  nous  devons  en  faire. 

Cela  posé,  pour  calculer  (p„  «)  , remarquerouaque 

, . . . , / _//  l’expression  (v,,«) 

étant  uniquement  fonction  de  c •>  ’ . , 

, H , arbitraires  comme  des 

btenue  en  considérant -ces  deux  a* 
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^ **’•  rfr  «*«>  ^ + <*•  a')^ 


, , <4-, 

^ + <*’  °‘l  Ta 


ou  e.u  v'mu  s Quations  (*■) , 

K a.)  = \±t^L  + Jr  '£* 
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» i da, 
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Si  l’on  suppose  d’ahord  «,  = les  équations  M et  (x) 
donnent 


da'  \ da 


aær 


dwx 


da 
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a dr 
2 <l  V — -, 
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r 3 sin  <f  cos 
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>S  v \ divx 


da 


d a1"  \ 


■ y 7 — — i — z , 

rf«y  <"/ ff'. 


’*  / r sin  ^ cos  « </«*,• 


2 aJ  / dz  , \ 

rJ  sin  ep  COS  (7  \ 57  Z / 
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dt 
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Ka)=-e«’(^ 


dv 

~dt 
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ou,,  d’après  la  première  équation  ( >e  ) 7 

(9)  ' (p,,  a)  ==  o.  , . * . ‘ 

• , * > » 

Si  nous  supposons'maintenan  t *z.-  ==  ^ ’ en  aya,>t  égard  au 
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H suffit  de  calculer  directement  coefficients  P,,  P, 

moyen  de  ces  formules , car'  les  aulres  peuvent  s-en 

mernh6  8UCCess.lvement-  En  - effet,  en  divisant  membre  à 
embre  la  dérivée  relative' à 9 de  d'équation  (a)  par  cette 
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cient au  moyen  des  deux  précédents,  et  par  suite  tous  les 
coefficients,  de  proche  en  proébe,  lorsque  l’on  connaîtra 
les  deux  premiers. 
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quera que  fz,  cl  entrent  de  la  même  manière  dans  P,-  qui 
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En  comparant  ces  valeurs  avec  celles  qui  sont  fournies  par 
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tient  dirçclemenï  au  ttioy®11  des  mêmes  formules  (6)  pour 
Pe  — A0)  P)  = \vdans  l’bypotüèse  v — —,  et  exigent  par 
conséquent  la  considération,  d’un,  moins  grand  nombre  de 
termes  pour  arriver  à la  mènue  approximation.  Il  y a donc 
avantage  à exprimer  A<>  et  A , en  fonction  de  ces  séries  au 
moyen  des  formules  (d),  et  (c),  en  y supposant  Q0  = AM 
Qt  — Ai,  P0  ~ (a,  a'),  Pi  = («,  ca'yi,  on  obtiendra  ensuitç  ■ • 
Jes  valeurs  de  B0,Bi  ou  de  Q„,  Qt  pour  P0  = À0,  Pi  = A,  * 
au  moyen  des  mêmes  formuler.  On  trouve  de  cétte  ma- 
nière . 

__  (a2  -fc-  oM)  (a  , a'  > -t-  3 -ga'  (n,  a’)' 

— «*» y ■ \ ’ • . 


A.== 
Ai 


(«,2  «7)7 


Les  -dérivées  de.  ces  coeffic»ents..qui  entrent  dans  l’cx- 
pression  dfc  R0  se  déterminent,'  commun  l’a  dit  au  v?  36, 
par  /'application  des  formules  (/>**(*).  A la  m, Me  ces 
substitutions,  on 'obtient 

/ , , s,  «'t  — I — 3 aa’  («»•«' ) . 

«R-  (a2 -h  o ) t "y  a t 1 _ — ^ . • 

— T" 
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Si  l’on  considère  plusieurs  planètes  perturbatrices  m') 
m'\  m'" , . . . , la  valeur  totale  de  Ro  se  composera  de  la  va- 
•’  • • • " ----  dédu' 


leur  précédente  ajoutée  à celles  qui  s en 
mentant  d’une  unité,  de  deux,  etc.,  1 a ci 
très  a',  h',  J 


usent  en  aug- 


accen  tua  tion  des  Jet- 


Des  inégalités  séculaires  et  périodiques.  — Si  l’ on 
conçoit  que  dans  les  formules  (i 4)>  (i^)j  (i6j,  (*9),  (20) 
u n 33  on  substitue  à R son  développement  du  n°  37  én 
série, de  cosinus  d’arcs  augmentant  proportionnellement  au 
• temPs,  on  voit  tout  de  suite  que  R0  donnera  par  l'intégra- 
tion, dans  les  variations  des  éléments  elIiptiqueS)  termes 
indépendants  de  la  position  des  planètes,  croissant  avec  le 
temps,  et  qui  constituent, ce  que  Ton  nomme  les  inégalités 
Seci*laires>  parce  qu’elles  croissent  avpc  une  extrême  len- 
teur. Ces' inégalités  sont  fournies  parles  équations 
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:—****?&■  \a  «omme  de  toutes  les  expressions 
=5  qu’elje  précède,  obtenues  en  combinant 
^ deux,  les  masses  rrt , mf , m ",  . .*  et  jes 

. B‘"  i’T  ^aPPortent*  On- reconnaîtra  sans  difficulté 
01  •, és<Jtt\  ^^^«•tielle*  de  R0  qui  entrent  dans  Les  équa- 
f3"  déf'veeS,  ^ ^*les  à celle- de  la  fonction  4>,  divisée  par 
<]üe  S0°l  anète  troublée.  :Si'  l’or»  observe  que,  dans 

«io&s  V r\  \^V  TV  . . • , - • - -A  .'  . 

'^^a\re,lesvitesses  jaoguIaires.n=;'a- ? 

rokcùfc  sens  ou  raême  signe,  et  si  on  neV 
des  ordres  supérieur^  au  premier  par  rap- 
sf.”  les  te**014  -cités  et  aux  inclinaisons,  sauf  dans  l’ex- 
r£  ai*x  |pour  un  motif  que  xious  ferons  connaître 

prèssioin  les  équations  (3)  donpent , en  ayant  égard 

uftér»éafet®  équatiôn  (i4)  du  ri"  33,'  . • , , 


à Ja  9u: 


d* 


; ( » Y*1  I — — -é’  ) //«  


38  « 


’ ri  ti< t> 


</<3  ' 


(0 


jàc 


r . d*  , - 

_=  S -T-  <*,  dp 

: mfi  **c 

- . i ‘ _ 

==  — rr=  ttt  rf'>  "*  • 

m fil™ 


__L—  lî*. 


</4> 


/n 


v/a  dp 


rftj 


6. 


-S  ^ 
. X 

.*  - . 


f * . ' 


# Oigitlzed  by  Google 


traité  éUM*H*AW* 


•84 
et  dé  même 

dé  - («  - s/T^^Ï 

</<P 


2«'V  </*  . 

— da'  *’ 

_ i ' rf<t> 

33  ' 


m y a , 


41.  7W<W  général  refo*/'  «*«  «fe*»  «*“- 
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We,  — En  effet,  on  tire  des  équations  précédentes 
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ÿM+ÿ*=o,  -<*+^=0, 
gM.+.ÿ«=o,-$*  + %*r=o, 


• 0 * 

et,  comme  4>  est  une  fonction  de  a,  b,  C,  p,  q , a\  U,d , 
indépendante  de  t,  et  que  les  grands  axes  n’éprouvent,  pas 
, d 'inégalités  séculaires,  on  a d 4>  = o,  ou  4»  = constante. 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  cette  proposition  a liteu 
, rigoureusement  ou  indépendamment  du  degré  auquel  on 
pousse  l’approximation;  car,  , en  substituant  les  valeurs. - 
. de  da,  db,  de,  dp,  dq , da',  . . . , déduites  des  formules  -(3) 
du  n°  39,  dans  la  différentielle  , 


rf<P 
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. da  . db  de  . dp  r ' dq  * da! 

* • ’ ! ' 

on  trouve  qu’elle  est  identiquement  nulle.  , 

■a0,  La  somme  des  produits  des  masses  des  planètes  par 
les  racines  carrées  des  demi  grands  axes  et  les  carrés  des 
.excentricités  est  constante.  — Les  équations  (t)  donnent,. 
en  eflét,  la' suivante:  * . 
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70“e  eSt  très~Petite  à une  époque  déter- 
',  , J°Urs  très-petit©  dans  la  suite  des  siè- 
rr,î.S  ®*Ce“tricités  des  orbites  planétaires 


- ^ —-excentricités  des  orbites  planétaires 

rndéfiniment;  ' 

d**’Îs*#  ^ Produits  des  masses  par  les  racines 

ttef'T  ^ yandsare^  *?£  Ze*  carrés  des  tangentes 

^Jes^4^  " esr  constante.  Qu  trouve,  de  la  même 

c*  nMa  \ r^-essus, 
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jÿy  JJ.  fttSûàsàx,  relativ.ement  aux  inclinaisons,  aux 
. «ences  que  celles  qwe  nous  avons  déduites  de 

^ _ ]es  excentricités.*  ' . V ■ ' 
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; donc,  par  suite, 

^ m\fâ .p 
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. — ■ constante. 


Ôigitized  by  Google 


- 


86  *.  traité  élémentaire 

5°  Relations  entre  les  'vitesses  ariguleiires  des  périhélies 
et  des  nœuds  des  orbites.  — Des  équations  (i}  on  déduit 

facilement  •. 

V,  j—  / cdb  — bdc  qdp—_pdq\ 

Zm^{ di * dt  ) 

~2  (*  db^‘C  de  dp  dq) 

fonction  <ï>  étant  homogène  et  du  second  ordre,  relati- 
vement à b,  c,p , q,  b',  le  second  membre  de  cette 

équation  est  égal  à 2<f>,  qui  conserve  une  valeur  constante,  1 
ainsi  qUe  nous  pavons  vu  plus  haut.  D autre  part,  on  a, 
après  les  valeurs  de  b,  c,  p,  </>•••» 

cdb — bdc  — eidai,  qdp — pdq  ==  fang’ç da.\ 

par  suite,  *.  : ’ / 


(S) 


+ sjatungy 


des  iDC  I-mme  leS  va“ations  séculaires  des  excentricités'  et 
mier*  C'J"a,sons’  cn  ne  conservant  que  les  termes  du  pre- 
Ponn  ul  ^ Par  raPPorl  à ces  quantités,  sont  données  par  des 
consi  d/*  C°,mP1,:'lemenl  indépendames  entre  elles,  on  peut 
•'  pendant^  ^ e*centricités  el  ^ inclinaisons  comme  indé- 
s^antes?  * é^âüon  (5)  se  décomposé  dans  les  deux 

(6)  * ** ’ - ( 2 " V^-f*  ^ = constante, 

• j v ■ r . ; da- 

- ( Z m V°  tang  ? ^ - constante, 

• t » ' ' 1 * **  ' ~ * 

^montrent  que  les  vitesses  angulaires  des  périhélies 

dt -y  et  celles  -£.  ..  des  noeuds  des  orbiles  ne  pourront 

. .r0Ure  indéfiniment:  lorsqu’elles  seront  i a 

5,gncî.  n • • vont  toutes  de  meme 
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~1JZL  * 

^ < s la  première  des  formules  (i), 


>/**  ( i 


cl  CO 

de 


-*2' 


rf0 


ori 


— V * — «?»  ) 

«=tW  homogène  du  degré 

'V.'<  r/4> 


cia 


«t>. 


» CO1*5 


^ \'®.  i d’autre  p art,  en  négligeant  les  puis- 
supérieures  à la  seconde,  et  ayant 
-des  équations  (6),  on  a 


v 

,ar  ,^îtC‘ 


/ _ rfo> 

Vfle’  7/7 


■ constante  ; 

....  <•  « 


^ w = constante, 

4 • 


» * 


ir) 


•-  ' . * ^ * » • . „ 

^T.flu’°i  nous  avons  dû  conserver  Je  carié  de  e 
^-trèment  cette  formule  ne  serait  pas  exacte 

à ï i 


Vf®. ^ ^7^tre“?m  Cette  _ ..  . -r 

jh  ^X^\&\ènie  ordre  près?  approximation  avec 
y!  établi  les  précédentes. 

■ « «r/itirtvm  d’flrri 


— 

^^^e-ss^^jjion  que  nous  venons  a écrire,  on  ne  con-  , 
' %,  d*nS  1 tei.ipesdêÿ?-  * ’ qùi  dépendentdu temps. 


Jes~ 


sidéré  q _£,^  qui  ne contiennent  le  temps  cju’à  des  fiujs- 

ou  cea*  ^^circures  à la  première,  on  peut  faire  abstraction 
sances  sUp  ^te  du  seéond  membre,  et  l’on  obtient,  en  inté- 
dcla^lStaa  -y. 


ran*1’ 


"Sms/a.*  = constante. 

Les  formules  ( a),  ( 3 ) , < 4)  peuvent  se  déduire  direc 
42‘  t eL  avec  la  plus  grande  facilité  du  principe  des  aires. 
tCmC£  ,t  en  négligeant  les  masses  dés  planètes  vis-à-vi9  de 
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' V ••  . • • • . ‘ *t  v- 

' 88  ' tumt*  élé«*®tAIBE  ' 

c'elle  du  SoI.il,  oucS»»«‘  * 

-ion  (4)  du  „o  24,  appliquée  aux  trois  plans  coordonnés, 

. ODne  — y'dx+x'dr—  yd*!\_ 

[ 2 * + 2—'  ( — " 3r~_  ) ' 

! - . ..  /«te'—  *'*+'*'■ rfr— «tf\_ 

(A)  (î^r^)+  2 WOT'  ( *"  / 

ti  / / vrlz.'  ■ *'  dy  -f-  y' dz  — zd/\ 

+ 2""”'  — Ve -)= 

En  égalant  deux  expressions  de  l’aire  élémentaire  dé- 
crite dans  le  mouvement  elliptique,  en  projection  sur  le 
pîan  fixe  ocy,  on  a • _________ 

j rdx-~xdy=\la{'  — e')co*tdt, 

relation  qui  s’applique  aussi  au  mouvement  troublé,  en 
considérant  a,  e,  9 comme  variables,  en  vertu  des  inégali- 
tés séculaires.  L?  première  des  équations  (A)  donne,  par 
suite,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre  par  rapport 
aux  masses,  ■ * • * : 


;>V 


-G, 

■ Cf, 
Ci 


(S) 


. . / 2 mv'«(1  i—  e’)  C06<P  =?  C»  , ’ 


u ou,  en  ne  conservant  qué  lies  termes  du  second  ordre  rela- 
tivement aux  excentricités  et  aux  inclinaisons, 

* *'  * • »,*  f * 

• 2 m (e*  "+■  tang^p)  ==  constante, 

et  cette  équation-se  décompose  dans  les  équations  (2)  et{3), 
en  ayant  égard  â l’observation  faite  à l’occasion  du  théo- 
rème 5 dix-  numéro  précédent.  » 

Les  deux  autres  équations  (A)  donnent  de  la  même  ma- 
nière 

. . : • • 1 

, 2'W«(* — c1)  sin<p  cos«  = ç' > 

•*  . * . 1 * » 

<•  ^ %i  * 4m  •* 

. m ( 1 * — - e7)  sinç  COS  a 
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„ _■  retoa>be  sur 

eV  ° • rlioa'sonS  * 

, îpcn»  (la  - 


le 


vale  PxiWUc^ 


des 


0^1.tire> 


-esio®' 


céleste.  . „ 

«dcs  T } -t  n “^g^mlescar- 

— 35  CUéS  et  en  se  reportant 

. **  • 

s^X  ^^7'V  le  plan  invariable  ou  du 

terminé  par  1rs  formules 

C" 

c = - 


w V^*  (*  C2  ) sin?  sina 


tafl? 


„ u***? 

t>^<co*?iee 

son  0*  -Jetés  ‘ 

prof  , 

âeu*  1 


//2 


s/  n ( 1 


J)  COS  y 


C' 

e 


AW  >/«  (I  «?2  ) si  ni},  cos  à ' 


"t  \/ee  ( f 


?*)  COS  <p 


tien 


&■ 


‘aefWV  lc  Plan  et.  « la  longitude  de 
■a  partir  dé  l’axe  des  or . , 

inégalités  séculaires  dans  le  cas  par- 

Janètes  agissant  /’ une  Sur  l'autre  

^pla  nètes  soient  assez  éloignées  dés  au- 

5 Rr»  1 nî  ^ — . .1  "•  — £ _ J J ' • . . 


tf  de  â Pianètes  soient  assez  Soignées  dés  au- 

c nosOOs<ltte  é **7.°  solaire  pour  gûe  ces  derniers  n’aient 
Uence  Sensible,  ce  qui  a lieu  à très-peu  * 

•_  -.  - - • ' 

icWp.’tfi  que  les  inclinaisons,  on  nm»» 

fait  remarquer  au.  n 


ssSja» 

sureii-,^w 


Si  1°*  s l’siv  o** 8 - 

cowt#e  u°-tj0P  - des  excentricités  ; . et  comme  ar  a'  sont 

faïre  condition  <J>  = constante  se  réduit  à 

-p'ï-é.(<r  —-  v'y  ' 

c ■ iztang’ç'-t-tang2^  ^ PP  — 27/- 

, , ' ' ” 

'•  , ne  époque  déterminée  y l’inclinaison  de  l’orbife 

a ^'sur^VovVtt-e  de  m,  — -- 

• 1X1  • ' x\&  de  1 angle  * l mtersi 

l>oU1  ?^’tant  quelconque,  on  aura 


^sss.  que  les  inclinaisons,  on  pourra,. 

nC  Yoit  r/»rr»  r»  m non  n 11  n°  -4-1  (théOr  5j 


éterminée • y l’inclinaison  de  l’orbife 
y> oTV»tX.c  de  m,  choisi  pour  plan  lixe,  et  prenons 
de  l’angle  a l’intersection  de  ces  deux plans. 


H-  àf',  <?  ~ Sf, 


ex 


Sœy. 


T • ' _ 

, 'ristuiue  <?  indiquanl  des  tcrnlei 
la  ca racte» 1 ? 


= *«'i 

de  1 ordre  des 
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go  • nirtw*»»"1.  . 

, . . TiéeIif?erons  ,es puissances  supé- 

masses  m,  m,  ei  dont  nol”*”  ^OI1  cj-dessus  devient  . 

Heures  à la  première.  L eclu 

« #• 


cos’y 

ou.»  supposant  y ,*<*  l*<“  I»Ur  ’“C  1,00  P"*”'  C" 
Serlecrré,  J?,  = , (f>  _ y)  ■ , 

ce  qui  exprime, en  raiaon  du  mode  d’.pp-oaimation  adopté, 
que  [inclinaison  mutuelle  y des  deux  orUtcs  reste  cou- 
stante. 

La  cinquième  des  formules  (i4H«  "°33  donne  avec  la 
» même  approximation  ' 

• fjx'  Smaa’  (a,  a'\-  > 

, lit  ^ \s[2 \a'*  --  a”')'  .. 

et  l’on  voit  ainsi  que  le  mouvement  angulaire  des  nœuds 
e/c  l '-orbite  de  ni  sur  le  plan  de  l ’ orbite  de  m est  uniforme. 

Supposons  maintenant  que  1 on  prenne  pour  plan  fixe  un 
plan  intermédiaire  entre  ceux  des  deux  orbites,  et  passant 
par  leur  intersection  à une  époque  déterminée.  On  a v 


?- 


-<?=»< 
i " d<t> 


da.  , ^ 

de  m —r  e*  ) sin  ? 

dx'  i • d<t> 

~dt 


m' f a\\  — d^n  - _ 

or,  en  remplaçant  dans  4>  les  quantités  p',  q,  p'y  q'  par  leurs 
valeurs  tirées  du  n°  35,  on  trouve,  aux  termes  du  second 


ordre 


_pres  en  '<?  et  f. 


d< t> 
d<Ÿ 


d< î> 


dx p 


? = 0, 


* , . . rl  * J f 

çc  qui  montre  déjà  que  les  rotations  — -21  s _ des  noeuds  des 
_ de  de 

deux  orbites  sur  lfe  plan  fixe  sont  de  seuséontraii*. 


••  - ' . j 
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s Aû[' 

l'oi 


AJV  I 

»isit 


9» 


CÉLESTE, 
pour  plan  fixe  celui  du  tnaxj 

«*'  (x  " 


')  sin 


9 > 


rJac 

f/f 


ci  «' 

~dF 


,5,1s*'18 ' 
el'ï  o\a0 


|’in,el 


rs^ 


<Jes  deux  orbites  restera 


toujours 


3’ér 


cern(det 

A#  l 


^,«^1 

S*0*1 


^lri/?,^atl0rl  (B)  <iu  numéro  précédent 
^T_  »tés  près  du  setond  ordre,  les  incli- 
le  plan  du  maximum  des  aires 


^ tes  sur 


es^‘ 


zàe^1-. 


rré  du  système  solaire  . x 0 Les  grands 

^prouvent  pas  rie  'variations  séculaires 
*r  f&pport  anse  masses  - • • 

*<?u  que  les  grands  axes  u.e  sont  pas  sou- 
uon  périodiques,  en  ne  tenant  compte 
puissance  des  niasses  m. , ni,....  Sans  être 
^rtle  Propriété,  nous  allons  la  dé’montrer 


j*wr  é A %i\s  aux  termes  du  premier  ordre  et  du 


m 


^ coo#» 


^ \*Worl 

cl 


aces  masses; * 


en  aJT^irC’  ît  représente  l’eixsemlile  des  terme?  dü  * . 

_«.an5  . /* * ^ *1  É »*î  x^x»  nnp  nat..  -1  • ‘ 


S»pp°*0tl\d^  la  foncl^n  pertilrbatrice  que  nous  désî 
.raiêcotàrt  t sojt  dR  l’en  semble  des  termes  du  second 


Prem'!C  narH<>et  501 1 

gnerc 

ordre 


ro°S  P&T  aUr» »s 


noos 


R,  = R+  r?  Ft- 


.j  ' je  simplicité  nous  ne  considérerons  que  deux 
Pour  j a\&onneijaent  relatif*. A ce  c®s  Pouvant  égale- 


a 

turbatrices- 


un 


nombre  quelconque  de  planètes  per- 


_ oeu.  »»pp»*“  s» d»"--  r *cs  ™ 

1 rimécs  en  fonction  de  a,  e,  e , ^ ® f substitué  ' 

sont  expr  dc  . de„  t des  mêmes  éléments  rela- 

a t et  q«e  ce*  , ^ 


1 t* 
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tifs  à cette  planète,  et  alors  dR  ne  scra  autre  chose  que 
l’accroissement  que  prendra  R lorsque  1 on  fera  subir  à ces 
qnatorze  quantités  des  Variations  du  premier  ordre  par 

rapport  aux  masses  ni,  ru', el  clue  n°us  désignerons 

également  par  la  caractéristique  d. 

La  première  des  équations  (i5)  du  n 34  donne,  en  né- 
gligeant les  termes  du  quatrième  ordre, 

| ia  = 2 J*  a q-  Sa)’d  Ri«=  za7 ^*dR,  q-  /f  J'sadR 

I =îa1JdR+2a,y' d5R-h8a,J'dRj'l}R.>  . 
Soit  , . • • • •' 

m'3  cos(i'n'e — int  +j) 

1 un  des  termes  de  la  série  dans  laquelle  nous  avons  vu  (37) 
♦juo  la  fonction  R peut  se  réduire.  Si  nous  considérons  $a 
f ornme  représentant  la  variation  du  demi  grand  axe  cor- 
r resI)ondant,à  ce  terme,  il  suffira  de  supposer  dans  la  for- 
•'  mule  précédente 


(a 


d où  l’on  tire, 


R = m'3  cos  ( i'n't  — int  q-  j\ 


dR 


et 


d R “ " dT^T)  dt  = m' 3 in  sin  ( ~ int  + j)  de. 


/< 


dR  = . 


d{nt) 
m'  3 . in 


— cos(/V<  int  -f-/), 


Clin  Cat>  ’ nt',3,i7n7  , . . ", 

. J J ~ 2 ( i' n'  — in)'  M°2  — i«q-/).  *\. 

t?onnoIUX  iDtégrales  ne  enfermeront  pas  de  termes  propor- 

comm«  S T' ’V5’  ? ~ ^ CSt  diftérem  dc  zérQ’  ou 

* venients'0  3 a l^u  dan*  notre  système  planétaire,  les  mou- 

qoior-  et  ! “°yenf  m’  m SOPtmco®^nsnrables:  Le  pre- 
des  i„ôJaV  r0IS‘e,nei-lern,C  ta  nC  c°ustituent  donc  que 

• * jattes  périodiques.  Mais  si  le  rapport  de  „ à V,  sans 

é.Tei«Cc>mmensu,able,  diffère  très-peu  deC,  W - û.  deve 
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X lnegalités  seront  considérables 

! o»-»  


lTfcS-Vet^  ceS  ^ 'f“  »«=ront  considérables, 

^ nte"r’  et  SC^nt  d«  nature 

n(lC  y nttC  V°llS  inégalités  séculaires. 

It^urité*000 3 )e&  CIlle  présentent  les  mouve- 

\ -^e el"^^ Pller’  et  «IHi  Pédant  longtemps 

ntS^S8lSîC=^'on  J S°nt  dUeS  à CClte  CaUSe  à -que 

<°e  .ées |pe  ' ornent  de  là  première  de  ces  pla 

#^]e  ^ZXt  ^a,àdéux  fois  celui  de  la  seconde, 

^ ..S,'"’ 


ost  inférieure  à — y-. 

^ * * *74  • *•  ' 

+ Ces  inégalités  périodiques,  la  valeur 


CL 


>><V% 


a’/J- 


rî  R, 


fil 


rco1* 


[uant  (34)  que  = ri  rit, 


• et 


« dR  • ci  R . 

«3  a -4-  — rïg  -f-  -— — S e? 

cl  s de? 


dR  ■ 


dp 


dR 


«*?» 


â 


Cl—$- 


d R 
de' 


Sé 


■ dp  ‘ ■• 

'/R  „ , *'rfR  rfR 


/'oO3’"''  ^fc_ 
jCr+r^T~ 

rn 

^’mpte  d’abord  dans  l’expression  de  âa  que 
R«vü  C.<ïUe  valeur,  on  a,  eu  égard  à l’équa- 


En  uel 


<2M  ) du  ^ • - ,/R 

tio»  f**/  - /„*)«  + 4*  •*“« 

■ ndt 


Z an 


. • n*  est  composée  que  de  termes  périodiques, 
quanti^  ^st;tnant  à la  place  de  B-  le  terme 

6 ^ m’ J cos(i'n'  t int  1 J ) » 


car 


_ tro««e  P 

• 3 

Z m'  rr^r^ln  y'«  ~ in  / 


l0ur  résultat 


Cou»1 


îdérons  maintenant  la  somme 


sân  ? O'n't  — bu*.#.'  i 

« . * 

des  cinq  autres,  termes 


. 4 
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i —dations  des  mouvements  eilipti- 
de  R qoi  renfe.  meiu  les  V , £ 

ques  de  »,  abstraction  faim  <K>*  _ „|„J  Jc 


quel  ne  m,  an.tracu™  ■ leurs  dWuils,  j„ 

en  remplaça»*!* (lÿ)  fa  „ e,  34, 

1 intégration  des  équations 

- /rfR  rrfR  ^5  r^r,dt) 

R = 2fl’"  (^J  dï  J' J J*  1 

! ; (d R frfR  ..  f/R  /VR 

[-Jïj  Je*  Te  ) Te* ) 

~*-a"—T^  \dZ  J de  de  J do,  J ...  t 

,_»r  WR  ^ A 

\^  J d.i  dqj  dp  ) ..  # 

. "rfR  , . 

en  se  rappelant  (34)  que  la  dérivée  doit  être  prise  sans  < 

faire  varier/».  . ' 

» Cette  expression  se  trouve  ainsi  composée  de  quatre 

- . • termes  de  la  forme  ^ X J Ydt  — Y J'  X dt^j , • X et  ¥ étant  . 

une  suite  de  termes  de  la  forme  rr/Jcos  (i1  rit— int 
mais  si  ' 

^x/vdi-ï/xnij 

; * . t . . * ...  ; 

renferme  des  termes  non  périodiques,  ils  ne  peuvent  résul- 
ter que  de  l’association  de  termes  de  X et  Y tels  que 

« ’ • : : \ > 

mr  J cos[i n' t — int  H-  j),.  ■ nt'V  Cos(»Vf — int  -+-  /)  ' 

ayant  le  même  argument  i' ri  — in.  Or,  en  substituant  res- 
pect! ventent  ces  deüx  termes  à la  place  de  X et  Y dans  cette 
expression,  et  éffectuaiit  l’intégration,  on  obtient  un  résul- 
tat identiquement  nul.  'Ainsi  donc  le  grand  axe  de  l’orbite 
n eprouye  pfts  de  variations  séculaires  provenant  des  inéga- 
lités naêmes  des  éléments  de  celte  orbite. 

Il  pous  reste  maintenant  à voir  ce  qUe  donnent  dans  ûR 
OU  ci  a.  les  variations  des  éléments  elliptiques  de  ni.  Si  l'on 
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ÏcJ3!?*3  T”  * ehtr«  la  fonction  R,  et 

- • dé  "*»  exprimées  toutes  deux 

ees  des  planètçs  (21),  on  trouve 
O»' 


suivant  ld  marche  adoptée  plus  haut 
*~mes  c,e  dépendant  des  éléments 

e 1 


*<  j 


a Pordon  ~ o h/  de  cette  variation 


0 BP-~ 
m°^et  ,1 tr- 
0 aé^etlt  «tfS 

^ <^^^*^0,L1Ve,xlent  elliptique  de  /n' ne  donne 
, ltîUes  dans  d- « 5 d<ÿ  sorte  que  l’on  est 

\o*°e 


Or 


les 


y 

«•tioP* 

s 

ffl  P 


L 


• (as*'  -t-jrjr'  -+-  **'-) 

»)  du  n°  21  cl  oit  lient 


m' 

d3.* 

mm 

' JT 

mf 

i 

rfR, 

M 

dt2 

IVt 

r3 

K M 

f/x 

d2  JO 

w'2 

1 

<*K 

M 

dt 2 

ÏV1 

T-'3  * 

h M 

dx' 

v^r*- 

«A  ^ ^ 

T'  ^j3\t^Û°ns  pareille^  pojtr  les  deux  autres 
jri  m';  Si  l’on  fait  la  ' somme  des  équations 
£oofdotinée!> -^s^.  obtenues, ‘ multipliées  respectivement  paï- 


en 


;&s  s w~:—— , — . -«-  - , .*  t 

t jrr,  fi  ~ e fqn  en  retranche  1 a somme  des  équations 
'y'i  ^ ^/^«.ItiplUes  par  oc,  jr,  ss,  on  trouve 

t/  y'i  21  1 . •■  • 

V - x’dx  -\r  y cty'  JT  +^_~^  ^ „ 

c«  ^ ( ' " * - - - / ’ 

, , * ' * 

, VTO^atvt 


en  p 

• F 


m 

Td 


,/»  f jcx'  ■+•  rr'  -+-  «') 
— TT75 

rfR', 


m 
M 

dx 


.mm 


,dR, 

dx  +7  dy 


Iscss'  -+-yy'  + za') 
JVÏ  ' rS  ' ’ 

oTR', 

T/y7' 


.rfR, 


ÆV 

</z'  ; 
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Si.{>  fait  d’abord  abstraction  de  F,  on  a 
/JK, = d 

et  cette  intégrale,  par  suite  son  'terme  du  second  ordre 

y’dj R,,  ne  peut  renfermer  que  des  ténues  périodiques, 

de  sorte  qu’aucun  de  ces  • termes  ne  pourra  acquérir  une 
valeur  sensible  au  bout  d’un  temps  plus  ou  moins  long.  ; 

Nous  n’avons  donc  plus  qu  à supposer  R,  = F ou  dR  =F , 
puisque  F est  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses; 
'Uais  on  peut  remplacer  dans  cette  fonction  les  coordonnées 
des  planètes  par  leurs  valeurs  qui  résultent  du  mouvement 
" . elliptique,  et  les  équations  de  ce  mouvement  donnent 

' . xx'  -h  yy'  -h  zz' x'd7x  -t-  y '(i'y  -h  z'd'z 

H ' (M-hw)<A»  »*.  ’ 

xx'  y y' -t-  zz'  . _ xd7  x'  -j-yd’y' 

r'3  * ( M -t-  m \ dt7 

, * . . 

. etjua  lions  dont  les  seconds  membres  ne  peuvent  renfermer 
de  termes  non  périodiques,  puisque,  les  coordonnées  de  m 
de  mf  ne  dépendant  respectivement  que  des  angles  nt,  n't, 
n est  impossible  que  les  moyens  mouvements  disparaissent 

* dans  les  produits  tels  que  X^-,  ]yous  sommes 

• donc  ramené  à poser  . ‘ * • 

•/  *R=F  rfR'\ 

M \ dx  dx'  Y dy  r dy  4'8  dt,y 

La  dérivée  ^ étant  supposée  développée  en  une  suite  de 

s,nu«  et  cosinus  d’arcs  multiples  de  n't\  nt,  et^neren-  . 
terman  t «que  des  termes  périodiques  dépfcndanl  de  n>t,  pour 

obtenir  dans  le  produit  a:'  ^ des  termes  non  périodiques, 
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Lns  ~rf~  fIue  des  termes  indépendants 
■résultats  obtenus*  disparaissent  par  la 


TEK 


"y  à.  donc  pas  lieu  de  tenir 


«r/R 


compte 


même  motif,  de;  -y ' — » z‘ 


ci  R 


dz 


Un 


rai- 


I*e  e *? ».  nous  remarquerons  que  les  moyens 

^ ^ ^ anètes  ne  sont  pas  non  plus  soumis  à 


e fera'  voir  quje  les  trois  autres  termes  de 
gaiement  dans  que  des  termes  pério- 

*^Pe  énoncése  trouvé  enfin  démontré. 


ei 


r^îaires 


^>"'***'cs  du  premier  et  du  second  ordre, 
^ des  planètes  5 c’est  ce  qui  résulte 


&- 


de 


d°r 


01»’ 


régard  ftffr  t îer/wo^  du  second  ordre  par 
j^ses,  les  excentricité*  et  les  inclinaisons 
tfU*  planétaires  resteront  toujours  très- 

loi  ri  que  l'on  poasse  les  approximations 


tlueÏÏe>  ({uantitès. 


p^l  i#  I ’tÜ^QXXons  au  n°  -^2, 

, y" 


nous  aurons 


1 mm 


' C ye/a?'- 


-jrdy'  -¥-y‘  dx — ^ ) 

~dt  ’ 


y '»* 


or> 


en 


auTt 


^*t  les  termes  du  quatrième  ordre  par  rapport 
z>&bSeXnsi  que  les  inégalités  périodiques,  le  second 
asses,  Pitt  constant;  car,  par  exemple,  les 


*’ 

* 


' te équation  est  constant,  ...  . 

r eix'.cstiméosdan»  1.0  mouvez  dhpuque 

coord°°°e  • | nC\  'C «»  1«  produil  r - - 

ia^t  respectivement  que  de  ' .J  dt 

t\e  - , t,ù  les  moyens  mouve- 

' ' êa>  renfermer  de  termes  ou 

t»e  peli  détruisent.  Il  vient  doue 

ments  3f  • . . rte.  ‘ *• 

_ j constant* , 

V ■ Jmv'ott-Ocoâ?- 


.7 
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-J,  , . /A^  du  n°  ^ donnent  de  meme 

. les  deux  dernières  équations  (A-/ 


2«v/«li-<?,')6Ü11>cb9a 


: constante, 


constante. 


-^)sin?9,D“ 
c-  • i-r  ' «on s ne  considérons  d’abord  que 

jeux  iïizz  >«  °rbi,c5  &“cm  elles 

1 angle  y,  on  a . ■ ... 

C0S7  = cosç  cos?' -+- &in<p  sin?  cos(a  <*),  , 

et  en  ajoutant  membre  à membre  les  carrés  des  trois  équa- 
tions ci-dessus, 

| -Y 

‘ ' ( + W COS?  ~ COnStante: 

mais  on  a 

1.  '•  * 

£l 

1-+-  v/>— ' 

sin’7 


- • a*'» 

I — e*  = 1 — \ » 

1 • <?',* 


cos  7 ==  1 


(7J  = sa1; 


- cos  7 


par  suite,  en  faisant  passer  toutes  les  constantes  de.  i’équa- 
tiôr»  (D)  dans  le  second  membre, 

t - u,  l„iSj'+»i',«fl,  + îaji'«Wy  - , 

(E)  C ea  i/i c*"  e"1  1 — c'1  , sin’v  "1 

t li-t-V»-*'*  «WW’  '+C0S7J 
ba  constante,  qui  est  du  quatrième  Ordre  en  e,  V,  y,  m,jnl, 
est  très-petite,  d’après  le*  valeurs  mêmes  de  ces  éléments 
qui  résultent  des  observations  actuelles*,  et  comme  les  vi- 
tesses angulaires  n,  a'  sont  de  même  sens  ou  de  même 
signe,  tons  les  termes  du  premier  membre  de  l’équation 
sont  positifs  ; d’où  il  suit  que  les  quantités  e,  e',  y resteront 
toujours  de  petites  quanti  tés  comme  elles  lé.  sont  maintenant. 
On  arriverait  au  même  résultat  en  considérant  un  nombre 
qùelcotàcf  ue  de  planètes  rrt,  m,  m!',..  . } puisque  chacune 
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^J011  ter-  au  premier  - membre  de  lequa- 


_ ables  A ceux  cjui  le  composent. 

du  système  planétaire  est  assurée 
a.tids  axes , aux  excentricités  et  aux  incli- 
•es->  ayant  égard  aux  termes  du  second 
1 aux  tuasses  perturbatrices. 


ll0>  .AflfiC, 

i 

® j pâf  ^ .^ss  inégalités  séculaires  des  excentricités 

C^GS  périhélies . - Dâus  ce  qui  suit  nous 

<0‘  <1  u,e  des  termes  du  premier  ordre  par 

,{eS  ^ c ^ ^ Ses  perturba  tri  ces,  aux  excentricités  et  aux 

et 


or»  adopte  les  notations  symboliques 


m"  cl’ 


«'<«',  a"Y 


;\’0P  c£J 

O»" 

u°c  , % 


(a”+a")’  (a' a") ] 

•s*.  ( « ' 

^.tue  dans  les  troisième  et  quatrième  équa- 
la  valeur  de  Ro,  déduite  dun°38,  on  trouve 


O,  «"] 


} 


L 


é — ■ a,  a"  c"~  . . . , 


41 


/ 


,«"]-+ \* 


f ± 

à*  , /»  rjl  ^ ’ 

de 


“*T  1 

a,  a' 

|ô  + 

1 **»  a‘  1 

E 

, «•)  c — a',  a"  c" 

«',  «r 

M 

a\  a" 

6"- 


et  c’est  là  l’avantage  de  la 


,'.qualiotlS  SODt  ï’néa^ u elle  nous  y sommes  ar- 
Ces  ^^ation  au  moyen  de  *aCï 


^ cfort>oall0n  In  ? *On  T satisfera  en  posant  '•  , 

lr.-  ex  “ Jue>  Ugran-B  -,  ...  - 

^ Asi»  ^ 

= Àa'sin(àM-  A ), 

==  Aa"sin(àf  -+-  £)*  c 


r 

«7 


/*,  * 


A ça*  (.à*  -+-  A-), 

A ol  cos  (à/  -+-  X-;),  , 

A «/Acos (fit  -+■  *);.  . . , 

. - ^o»stau«s,  et  l’on  trouve, 

, AjV,«',...,aanldes  C°»«- 


en 
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h = | [a,  «']  -+-  \a>;a"}  + • • -1  ~ 1 ” E_fJ  * » 


a! h r=  | [a',  n }•-+-  K»  a"]  + . • • j «'  - 


Le  nombre  de  ces  équations  est  égala  celui  « des  planètes 
ou  des  constaptes  h,  tx.',  dont  elles  détermineront - 

les  Valeurs.  L’équation  finale  en  h sera  du  n,im‘  degré  et 
donnera,  par  conséquent,  n racines  A,,  à cha- 

cune desquelles  correspondront  les  systèmes  de  valeurs 

(a, , a* ),'  («n  «»*  «*>•  • •>  de  a,  mais 

A reste  indéterminé  ainsi  que  h. 

Les  an  équations  différentielles  (9)  seront  donc  vérifiées 


par  ■ .,••• 

b .=  Ai  sin(  A 1 r — |—  A,)  -l-Aisinfiif-f-  h)  + • • .,  •*  ** 

c = A,  cos(/i,r-t- A,  ) -+-  A, cos (A,/  ■+  A,) 

f>'  c=  Aia,  sin  ( A,/  -4-  A,)  -+-A,«',  sip,(A>r  -(-  X-, ) 
t?  — Aia,  cos  (Ait  -+*■  A,)  -4-  Aia’,  cos  (A,f-+-  A,)  . . - , _ 


et  ces.  expression  s en  sont  les  intégrales  générales,  puis- 
qu’elles renferment  in  constantes  arbitraires  A,,  As , • • • 1 
A, , A, , . . . , qui  ne  pourront  se  déterminer  que  par  l’obser- 
vation. • , . . 

Les  valeurs  de  b et  c étant  supposées  connues,  on  en  dé- 
duit celle  de  e dfc  la  formule  * ’ 

e^:=  b1- f-  c1—  A ,J*4-A  J . . . -4-  a A,  A,cos[(A, — A,)  t + A-,—  A,]  -4--  • }» 
et  l’on  aura  e»<  (Â,  -4-  A, -f- . . .y  R ’ ■ . 

si  les  cosinus  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  e*  sont 
tous  réels  ; en  d’autres  termes,  les  excentricités  des  orbites 
-pourront,  a la  longue,  éprouver  des  altérations  appréciables, 
mais  qui  néanmoins  resteront  toujours  de  très-petites  quan- 
tités, si  les  racines  A, , A, , . . ,,'sont  toutes  .réelles  et  iné- 
gales,  et  t est  ce  qui  a lieu.  En  effet,  si  nous  supposons  que 
quelques-unes  d’entre  elles  soient  imaginaires,  b renfer- 
mera un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme  B.Ey<,  E étant 


• • 
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la  base  du  «ystèm  l ’ ioi 

constantes  rétînOQ  ® logarithmes  népériens,  B et  y des 
correspondants  d 1 S(n*ntCE?  , B'EZ  *,  G'E?1,...,  les  termes 
étant  aussi  des  G . ’ c ’>•  * •-»  ^es  coefficients  C, 
respectivement  ^Uanlltés  réelles;  e*,  e'*, contiendront 
U premier  termes E37‘( ), Ea7‘(B'’+C'«),...; 

niera  pat  suÿt^  re  1 équation  (2)  du  n°  41  renfer- 
• ‘ f * ’e  terme  . 

qixi  ne  se  réd^  ^ + ^ ~+~  ^ + C*)  -K . 

desexposants  avec  aucun  autre,  si  y est  le  plus  grand 
- membre  de  C E*  .par  conséquent,  pour  que  le  premier 
que  ette  équation  soit  égal  à une  constante,  il  faut 

« qui  exi^f  **  ^ C>}  +•  * -+-  C »)  +. . . = o, 

. . 8«  que  , 

^atiôn!^.  B,==°’  C,S=.0’”?  . ' 

Si  cette  ' •n*  donc  point  de  racines  imaginaires, 

dfn  Ûomhf  ^Uat*on  avait  des  racines  égales,  b contiendrait 
•'  e<®Qi  de  termes  de  la  forme  Bty,  et  si  Ct7,  B'/5’ 


' '^réini  1 es  termes  correspondants  de  c,  b , c ,. . ., 

/eVn> ^,,iie|nbre  de  l’équation  (a)  du  n°41  renfermerait 

V*  • 4 ..  ' ' 

fafî'H-  Ô)  -f-  m'  ( B/a  H-  C'1)  4-. . .], 
ftyJ1  Prouverait,  comme  plus  haut,  que  B = o,  C=o,.... 
â!^aèjon  en  h ne  peut  donc  avoir  que  des  racines  réelles 


et  calculer  la  longitude  d.u  périhélie,  en  a 


A,  sin (/i,t  -i-_Ar,  ) ~+~ 
*1)  • 


Aa.sin(^t  -*-  4i)- 
A*  cos  (Aj<  -4-  *,}. 

/*.) 


■ h3—  i|]-p * ■ • 


-hxt 

, s A.sin  {.(/<= . 

X^o»U  A ? H*-*-*»-  • 

• ^ 1 1 • . v àlêurs  absolues , on  a 


Sh 


éfi 
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traité  élémentaire  ^ 

a>A,-i-As-» >le  dénominateur  c^e  l’expression 

ciite’ne  pouvant  devenir  nnl,  les  oscillations  de 
w_/,  t— k,  ne  pourront  dépasser  les  limites  90  et—  90  de_ 
grés,  èt  htt  -h  *,  représentera  le  mouvement  moyen  du 
rihélie.  Mais  de  ce  cas  particulier  on  ne  peut  rien  eoncIUre 
dégénérai,  et  les  périhélies  pourront  se  déplacer  d'un  mou- 
vement varié  mais  très-lent  (-H),  sans  que  l’on  puisse  assi- 
gner des  limites  à leurs  déplacements  séculaires.  4 

Dans  les  applications  pn  opère  d’une  autre  manière 
pour  calculer  les  inégalités  de  e et  de  w;  on  emploie  à cet 
effet  les  troisième  et  quatrième  équations  (14)  dü  n°  33 
dans  lesquelles  on  substitue  à la  place  de  R l’expression  (2') 
de  R0  donnée  au  n°  38;  on  trouve  ainsi 


de 

~di 

dé_ 

Ht 


10) 


d w 

Ht 


dt 


a,  a' 

| e'  sin  (w'  — &>  ) 4-1 

| a,  a"  je" sirr ( v*  — 0) »4v . . , 

. ! * * 

a'. , q 

I e sin  (&>  — a')  4-  I 

| a',  a"  | e"  sin  («"  — «')+•••» 

* % 

[a,  a' J 4*  [a,  a" ] 4- . . . . 

- / 

- | a,  a'  |—  c«s(*»-r-,**')  . 

1 — 1 e " » V. 

— Ia’  a"  [~  cos  ( — “ ) ~T  ‘ 

= [a\  «]  •+■  [a',  a"}  -t*. . . — | a',  a]  y cos(k — *>') 

. — 1 a',  a"  I e—  Cos  ( t»"  — 6,1  )tc- 

. I 1 c 


1 „ . . • 

On  pourra,  avec  une  approximation  suffisante  pour  plu-  . 
sieurs  siècles  avant 'et  après  l’époque  choisie  pour- origine 
du  temps,  intégrer  ces  équations  en  donnant  dans  les  .se- 
conds membres  à e,  e',. les  valeurs  qui  se- 
rapportent  à cette  époque; 

Si  1 on  veut  obtenir  des  valeurs  plus  exactes,  il  suffira  de 
remarquer  que  e et  0)  deviennent,  au  bout  du  temps  r. 


de  p 

r + tT,  

dt  1,2 


HF  ' 


O)  4-  t 


dt 


t 1 

1 .2 


dt1 
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• les  valeurs  de  # rf»T  ‘ ^TC"’  **  * ^ dif1fërenlialion  ’ 

aussi  loin  que^r'  f1*  17?  »Y*’  on  Bourra  étendre, 

• Msisilstiffit,  dansai  v°udra,  les  detix  séries  précédentes, 
anciennes  que  v,  S a comparaison -des  observations  les  plus 
terme  de  ces  s^rj  ^>Us  Possédons,  de  s’arrêter  au  troisième 

Calcul  d ' . . . • . 

des  longitUeles  ^ lnégalûés  >. séculaires  des  inclinaisons  et 
numéro  pré^éj  C^GS  nœuds.  — Si  l’on  opère  comme  ail 
.équations  du  o***’  on  obtient,-  selon  que  l’on  emploie  les 
• I dp  ' ' ou  celles  du  n°  33,  •. 

U ^ a']+[«>«']...j74-[«,<t']î'  + [a)a'lî'+..., 

. W ) 1 11  __  «V  3 * v . . • , - 

f rit  ila>  a'  1 , ...  , 

• J - )p  — [a,  a'\p'  — [ata“\p"—.... 


avec  les’; 


ttons 


tangT  —•  s/p'-t- 


tanga  = —,  . 

<7 


' r °’  ^ Jtangy'sinfa  — a!)  -4-  [a,  «"]tang?"sin  (a— a")-*-..., 

A%~  ■ •••..•'• 

1/-=:-^  lr.  _ . - _ , tane»' 


^ F y*'  * * » • . . 

^ 55  ""]+•■■}-+-  [«».«?']  î~-  + cos(a-V)-f-.. 

. . 

r ,p  <5*£|lâ  fions  (9’)  s’intégreront  comme  les  équations  (10) 

^ 0jjcJu  ironl.  respectivement  pour  cp  et  « aux  conséquences 

et  C glk.es  nous  sommes  a'rrivé  pour  c et  w. 

tfiSf  quations  (10') , traitées  comme  les  équations  (10), 

\P  l0rat  de  calculer  par  approximation  les  valeurs  de  ® ’ , 

’ ‘ * 

l < I ■ .«mont  aoT>lica^esaUxusagesastrO* 

a*-  « ic. 

jeur  faire  subir  une  modifi- 
' ^ e les  astronomes  ont  coutume  de 

• 

CS»01”  ; ' . ; 
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substituer  le  plamnobile  de  l’écliptique  au  plan  fixe 
nous  avons  rapporté  jusqu’ici  les  orbites  planétaires.  s 
posons  donc  qme  m représente  la  Terre,  et  soient  z , ~ 

les  coordonnées  de  m'  par  rapport  à un  plan  fixe  8Upp0sé 
peu  incliné  sur  les  orbites  du  système  planétaire,  et  z pQr 
donnée  du  point  de  l’écliptique  correspondant  aux  absciSses 
Ona(38)  ' : 

Z = qy’  — px' 

et,  pour  la  hauteur  z\  de  m'  au-dessus  de  l’écliptique, 


A = *'—*==  W~  q)y'  — (pJ  — p)x 


eu  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre  par  rapport . ' 
aux  inclinaisons  ; mais  si  a\  désignent  l’inclinaison  et 
la  longitude  des  noeuds  de  m' sur  l’écliptique,  on  a aussi 

~ y'  tang<p',  côsa', — y tangf , sina',, 
d’où  . . ..  . . 

• tangY,  coSa',  —.q’ — <7,  tangiji',  sina',  =/»' — p,  ■ 

et  ' * ' 

‘“S  = 'J(p'—pY-i-(<l'  — q)',  tang  a,  = E-ZJl , 

î ■ * 

formules  au  moyen  desquelles  on  calculera  <f,  et  a\ , dès  que 
l’on  aura  obtenu  p,  p1,  q,  q> . 

f nous  prenons  maintenant  pour  le  plan  fixe  celui  de 

1 écliptique  à une  époque  déterminée,  on  a 

P = o,  q — oy 

■ par  suite, 

tanga,  =^=2  tanga',’  " * 

. et  " ' - q • ' • • 

dfi  = ( dp ' — dp)  sina'  -f-  (dq'—dq)  cosa',  '* 

do!  c — dp)  cosa'  — (dq'  — dq]  sina'  _ 

tanga  * - * ‘ • 

» » • • * 

en  substituant  a dp,  eiq , dp',  dq'  leurs  valeurs  fournies 


* 

' ' A 
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jxr  l’équation  fi 0>\  Mécai,i<îve  ^cêlkstb. 

' , ' ' 'V  /’  OJl  trouve  . ' 

" ~r  [°*  **'"]  I tangf"  sin(«'_(,»)+  * 

<r«T_  • r : ■ 1 ’ ■ 

rit'  ^ ’ ■ [*',**"]  H-S-.  .j jrt,  a'] 

' --j* 


io5 


On  aun  Çour  Ies  *iïasses  rw"',  - . - , des  formules  ana- 

les, eX2CfebC0®~*^y^  »°us  l’avons  fait  observer  plus  haut, 
finies  dtt  trOL  - ^eme  ordre  près  par  rapport  aux  incli- 

UîisQD^-  , • * . j . • • . - , 

47  Calcul^,  ~ ~*'négalités  séculaires  de  là  longitude' de 
, ^g.—  Poa«^  calculer  ces  inégali  tés,  nous  reprendrons 
époque-  *>n  du  n°  33,  «farts  laquelle  nous  rempla- 

a fc  narsa  ^aleur  K)  du  n°  38.  Si  l’on  adopte  les 

BOtatio-ûs»^^*"  ^ 

qnXP-^  {<*■>  a')  -H  3aa'(à,  a')'  ] ' 

".{fl'3  — à»)3  “T  - 

fa„[iaa.a’a'*(a,  a’)  -^3(  Sa* u'  - — at*’*)  (a,  a')' 


(fLfJ  " 
== 


/W 


2, 4 K 


m'  qw\3  {a>—5a,’)au'(a,a')  -+-  3</»4  -P~  fi'3’9'1- 5a,4-)(q,«'n 

A y1),  = " ” 7 • \ 4 ^ J3  i__  ’ V • 

l-6g’a,'3(fl,a')  — 3q3n'  ’ ■"  '•••.' 

4(a'>-«3)3  . f - 'T  • ■ •'  . 


rr?an  j 


• "*  , • . % ..  « « 

et  si  l’on,  néglige  les  puissances  de  « =.  c supérieures 

à la  seconde,  on  trouve  , - • •-  -►  - , . 

•*  * - * - . , • * 1 " 

l = (a,  a’)  + Ç^)^b\^-  c3)  -t-  (07*0, (ib’ +.**') 

(I,)  j + {p'  — pV — *?—  b'3~ C,,J> 

en  ne  considérant  pour  siuiplifier  ^ deux  planètes,  tout 


M 
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ce  que  nous  diron»  dan,  ceüe 

Oient  s'étend^  à un  nombre  quelconque  de  planetes_ 

Si,  comme  dans  le  calcul  des  inégalités  (Jes 

ments  de  l’orbite  de  m,  on  n’avait  eu  égard  qu  aux  pr0miéres 
puissances  des  excentricités  qt  des  inclinaisons,  l^qm_ 
lion  (i  i)  n’aurait  donné,  par  l’intégration, qu’un  terme  pro- 
portionnel au  temps  qui,  dans  l’expression  de  la  longilU(jp 
moyenne,  ne  ferait  tjue  modiGer  le  mouvement  moyen  ; de 
ou  5s  ne  peut  donc  dépendre,  par  suite,  que  des  termes  en 
e*  et  <p%  que  nous  avons  dû  dès  lors  conserver,  , 

En  remplaçant,  dans  l’équation  (i  t),  les  quantités  f> , b', 
c,d  par  leurs  valeurs  approximatives  limitées  à la  première 
puissance  du  temps,  et  calculées  conformément  à la  mêthpde 

indiquée  au  n°  45,  ou  obtient  un  résultat  de  la  forme 

- rf«  = kndt  -f-  etBtdt, 

. . . ' . » ■ ■ ■ ; , 

A et  B étant  deux  constantes  dont  les  valeurs  sont  connues; 
on  tire  de  là,  en  intégrant,  ' - 

: de  = Ant-h  Be *; 

i • . ■ . . . > 

« m 0 • 

’ et  l’on  a,  pour  la  longitude  môyeiipe  corrigée,  * - - 

i -t-  it  '=  n { r •+•  A)  f r(-  B r " 


nt  ■ 


Le  terme  Ans  ne  faipqu’auginénter  le  moyen  mouvèment 
primitif  dans  le  rapportde  t+Aà  i,etle  moyen  mouvement 
corrigé  semblera  répondre  à la  distance  moyenne  corrigée 

y;, mais  comme  A est  une  très-petite  quantité,  puis- 

• ;• ...  • ‘ . • . v •' 

qu’elle  est  del’ordre  des  masses  m , m1  il  ne  résultera 

là  qu’une  correction  insensible,  dont  il  est  inutile  de  tenir 
compté  dans  les  distances  moyennes. 

Il  faûdra  au  contraire  tenir  comptedu  terme  Bs*,qul  con 
slitue  une  véritable  inégalité  séculaire  dans  £,  par  suite  dans 
la  longitude  moyenne  toutefois,  comme  le  coefficient  B est 
' dtisecond  ordre  par  rapport  à m,  m'/ily  a tout  lieu  de.  croire 


Digitiz 


. *^4lHQtIE  CÉtKSTB.'  . 

de  Jupiter  ec  ^ Ainsi,  dam  la  théorie 

les  perturbations  sont  ^ U1  SOrit.  deux  Planètes  ^nt . 

■JL  téunl  évaluée^  considérables,  on  a pour  Ju- 

pjier,  i e anneesjuliennes, 

, ■ ■ / o",OQeooo  3s5o /%  * . 

l’oit \’ontirepourS*-“^i u r»er  au  moyen  de  .l’équation  (8)  dtr 

no41  misesousUf°q“*üe  m y7**  <5e  -#-  rrt'  y/a?dd=s6y la  valeur 

< •'  °"?00000  l5*  t/§./3i 

. jnég3^teSr  /**e  s’élevant  pis  à de  seconde  par' 
pour  les  plus  anciennes  observations 

. ■ ■ . 

ïULnf  Je  mëWe  ^-«rme  Bt*  devient  très-sensibjé  pour  la 

flfsis  ~le  Sojgj]  jaiJS  son  mouvement  autour  de 

Lune  troublée  P effet  ' ' • ■ • \ ' 

JaWt0^4  3e  = o", 00102 o66r%  ■ * ' 

• ? . • < ' - . - r ’ ” 

• • vq  ^^^cortdes  par  siècle,  ce  qui  s accorde  assez 

soit  en*  y0\jsèt^*vatioii,  qui  donne  à peu  près  g secondes. 
a^0r obtenir  l’intégrale  exacte  de  l 'équation  (t  i ) dans 
le  cas  de  deux  “planètes;  On. a en  effet,  d après  les  valeurs 
j £ & r,  c'  dw*>nnées  au  n°  45,  - * • 

kî  a-  c1  i=  -+■  A»  *+*  2 A*  Âicos  ((A, A*)  * -+"  *»3> 

. „ . V»  = aV,*  + Al «v  + 2 A I A, «>ost(A 
cc>  = A * «,+A;  a',  + A , A j (a’,  -+-  «J  cos 
en  substituait  ces  valeurs  dans  l’équation  précitée,  on  ob- 
tient un  résultat  de  la  forme. 

de  =M/nft-t-Ncos[(/«, — A,)f  -+-  A-,  — A,], 

TVl  et  étant  deux  constantes  dont  lès  sont  cou~ 

nues  ~i  d’où,  en  faisant  abstraction  du  terme  ni  conformé; 
mont  à ce  que  nous  avons  dît  plus  liant,  • . 

'fT  . r/I  "*  ».  w + A, — **]■'  • • 

*_  . Ot  — 7 j-Sl,n[^Ar- — /'îj*  ■ » 


I. 
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Cette  inégalité  séculaire  est  périodique  comme 
autres  éléments  elliptiques  5 maïs  sa, période  qui  «Jép0ftd 
l’argument  — *.  est  extrêmement  longue  et  est  ^ 

/ tamment  à 70414  années  pour  Jupiter  et  Saturne. 

48.  Remarque  relative  aux  inégalités  périod/tfUes  __ 
Ces  inégalités,  qui  correspondent  aux  termes  périodiques 
deR  dans  les  formules  du  n°  33,  étant  toujours  très-faibles, 

' • et  n’étant  en  quelque  sorte  que  passagères,  sont  de  peu 
d’importatree  en  Astronomie-,  c’est  pourquoi  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas.  Nous  nous  bornerons  à faire  remarquer 
qu’on  les  détermine  en  intégrant  les  équations  précitées 
dans  les  seconds  membres  desquelles  on  regarde  les  élé-  - 
ments  elliptiques  comme  constants;  Cette  approximation 
est  d’ailleurs  suffisante  pour  un  grand  nombre  de  siècles, 
avant  ou  après  l’époque  prise  pour  origine  du  temps. 

§ V.  — Des  perturbations  dü  mouvement  elliptique  des 
• ■ * ' comètes. 

49.  Les  excentricités  et  les  inclinaisons  sur  l’écliptique 
des  orbite^  des  comètes  étant  considérables,  on  ne  peut  plus 

• appliquer,  pour  calculer  leurs  perturbations,  le  procédé  que 
nous  avons  adopté  pour  lès  planètes,  et  qui  est  essentielle- 
ment base  sur  le  développement  en  série  de  la  fonction  per- 

• lurbatriçe,  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  des 

excentricités  et  des  inclinaisons. 

La  méthode  dont  on  fait  alors  usage  consisté  à partager 
1 orbite  en  portions  suffisamment  petites  pour  chacune  des- 
quelles on  calcule,  à l’aide  des  formules  connués  de  qua- 
dratures par  approximation,  les  altérations  produites  par 
les  forces  perturbatrices,  exprimées  en  fonction  des  coor- 
• données  de  la- comète  et  des  planètes  perturbatrices. 

• 50.  F anations  ries  éléments  du  mouvement  elliptique 
des  comètes.  - — -En -négligeant  les  carrés  des  forces  peitur 


ramené  à y^s  L erons  tïa',ls  c*  qui  suit,  on  est 

d ç l’orbite cométaire,  i Var^atî°ns  des  éléments  elliptiques 

itfiwceSi  comme  si  ei/sgg^  'l?S  **_cIlac“ne  des  planètes  pertur-  - 
„ , , „ aS1ss'm  seule. 

elliplique  ' 


= ( l — - <»  cos  >1  }, 


± ra  2 f/« , 


an 

— u ( cos  u «■), 

) ~ a y/l  ' . Ér*  S| n n 


n wrfa  ---  


<•/«  , 


e5  cos  u</«  — ^/ 1 <?2  (”  je  — |—  ac ) du , 


s«3nt  encore  . applicables  au  mouvement 


(ovvnvAes  qui 
troublé . * , 

jyoïis  choisir»* is  pour  plan  des  celui  de  1 orbite  de 


, iVOU*  * -i  . < • . “t 

jj  cDWète  ù uime  certaine  époque  prise  pour  origine  du 
temçs,  àft  sorVe  que  z,  c',  c"  et  (p.sont  de.  l’ordre  de  la  force 


perturbatrice. 

Désignons  par 


</R  , • 

v*'X=F.— , m'.y: 


' dx 


d R 
‘<y 


t'  Z 


e/R 


<iz 


. . ..  . 

les  composantes  parallèles  aux  trois  axes  coordonnés  de  Jà 
force  perturbatrice , X,  Y,  Z étant  des  fonctions  des 


coordonnées  de  la  eomète  rn  et  de  la  pianete  perturba- 


trice m 


Dans  le  mouvement  troublé,  les  aires  décrites  en  pro- 
jection sur  les  plans  coordonnés  ne  sont  plus  constants 
et  (14)  c,  c\c"  renferment  respectivement  comme  parties 
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variables  les  moments  l’impulsion  de  1»  tore*  ^ 
trice  par  rapport  aux  axes  des  z,  des  y çt  des  ** 
le  terme  - et  l’équation  des  forces  vives  (4*  équati0tï 


TES  ITÉ  ÉLÉltEHTAlRE 


® *üème, 


(3 J du 


n°  28)  renferme  comme  partie  variable  le  double  du  travaij 
de  la  même  force  pris  en  signe  contraire.  On  a donc,  d’après 
le  mode  d’approximation  adopté, 

• ‘ .1 

de  = m'  { Yx  — Xy)  = m'rà1[  Y'x  — Xy)  du. 


1 , _l_ 

(3)  de1  = — m'Zxdt  ;=.  _ m'ra1  Z xdu, 

r y' 

• de"  = m'Zydt  = m'ra1  Z y du , 

1 •’  • • , 

— d — f.m'  (X  dx  Y dy),  ' " » 


(A), 


rf«  = i/»V(X<b  + Y<fy)l  = ^4[-X^+Y(r4-<(e)(i  - e>)]rf* 

’ y'  i — a1 

= 2 rt'a"  ( — X sin  u -f-  Y-y/ 1 — r’  cos  u)  du, 

• / 

d’où  l’on  déduit,  au  moyen  de  la  relation  = a~l , 

(A,)  dn  = Zm'a'n  (-X  sin  p — Y y/ 1 — 1 e'  cos  u ) du. 

On  a (28) 


y fc’1 

tang  <p  =.  L- 

c 


: e «j  c 

— , tang  oc  — — — » 


et»  en  négligeant V*  et  tP*  devant  c,  . . 

(4)  *=r=y/a(i  — e3)  i 

et  si  l’on  pose,  comme  au  n°  35,,  ‘ , 

. s , tang  y sin  a = p,  tang^cosa^ÿ» 
on  trouve  pour  déterminer  les  variations  de  p et  (] 

. ( , de"  m’ ryZdu 

ldP=.H7—ZT,= 

W 

/ ’dq  ='  ■ 


\à(  l — e 3 
de' 


t rx  Z du 


V«(>' — *’)  e 


t 

• « 
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ii)  ■( ion»  . _ ••  « *M 

<£****  m ,J,W 

(,_g  — __  2V^~ , — (yjr_xr)rf,  • • 

= 2«V* •-?ï(Yx_X,r)rrfK, 

et,  en  Par  sa  valeur,  on  obtient  , . 

^ ==nT'a  1 «*  ^(<3T  jt ) cos  u -f-  Yrjrf«. 

5i  l’on  différent  l’équation  r = «s  ( i — e cos  u)  dans  fe 

■ ^ent  troubla  «st  dans  le  mouvement  elliptique,  et  que 
fcsc  1»  ^ce»  on  arrive  au  meme  résultat  que  si 

e»  ^ isant  uniquement  varier  les 
^ ^ V eu  désignant  par  <Yu  la  portion  de 


constant--- 

la  Ji(féreo°el ■ 


cos  « 

<(«  = " ^ T 


it  dépendant  de  ris*-  et  «fc, 
<■?  cos  Vi  — dn  ( r — ■—  ^ cos  « )•• 


ne  sin  « 


\ i * 

- j-rr  -^*^e  la  même  manière,  par  rapport  aux 
SxVwlAx  ^^Venr  de  sin  (k—  co)  résultant  de  1k  seconde 

consian  ■>  e— n ayant  égard  à celle  de  cos  (r>  — &>),  on 

éqaauon  VV)>.  . J . ■ • ‘ , 

W»re  : ■ . • - V *■  1 •*—  . * , .s' 


trouve  . . , . ; * 

* /'  » p sin  « rfg  H-  du  - ( 1 ~~î~  g )1  ■ 

• | , “ T . L {i  — ‘-é-cos  “ ) 1 — ” • Jy  ' 

(6{.  \ \ {v^.c>)da—aJe  (_^H£_ggLgj,  ' ..  . / 

- ; ‘ “ „ * ",  • ' de  siu  « V-1 — .^a  * • 

p.t  an  .substituant  à du  et  de  leurs  valeurs,  ' - . ' ' 

( A»  ) Vci<*  ==  w [(Yx.v-X/)  sin  U -r-  V1 

Il  ne  pous  reste  plus  maintenant-  cju  ù calculer  là  longi- 
wdf  de  V époque  c.  Si  l’on  diffëréntie  la  première  des  équa- 
' tvons  (jij,.'Par  rapport  aux  constantes,  orl  trouve 

, d s — dw  = (i  — ecos  u ) du  sin  ude  tdk.  u 

expression  dàûs  laquelle  il  est  a^°!r  ®Sard  au. 

terme  ^-—  tdn,  qui  disparaît  dans  la-  v arlatio  . 

'.  f*  - • ndt+tHn  *—■*»-  ~ 
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de  la  longitude  moyenne.  En  éliminant  du  au  *ïAo^ejj  ^ 

l’équation  (6)  on  trouve 

di — :(l, — ^4— _ 

(a  — gens  h — e')  t • f ços  )/  ( a — ecos  u)  — e- 


et  enfin,  si  on  remplace  de  et  du  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 
on  obtient  ' • > . ; 

(A,,ï)  de  = (i — v/>  — «’)  du  — j«'r(Xj:  +Yjr)du. 

On  calculera  au  moyen  des  formules  précédentes  (A),  (A'), 
(A"),  (A'"), '(A les  altérations  des  éléments  de  l’orbite  de 
la  comète,  par  les  méthodes  connues  de  quadrature  par  ap- 
proximation ; i°  lorsque  l’on'  aura  exprimé  r,  x,y  au  moyen 
des  formules  (i)  et  (a)  enfonctionde  la  variable  u à laquelle 
on  donnera  différentes  valeurs  numériques  ; a0  lorsque 
l’on  aura  déterminé  les  valeurs  correspondantes  des  coor- 
données de  la  planète  perturbatrice  qui  entrent  en  outre 
dans  les  expressions  de  X,  Y,  Z,  et  c’est  ce  qu’il,  nous  reste 
à faire.-  ■ ■ • / - 

Soient  x ',  y',  z'  les  coordonnées  de  la  planète,  r'  son 
rayon  vecteur  ; â l’inclinaison  de  l'orbite  de  la.pjlanète  sur 
le  plau  de  celle  de  la  comète  5 X la  longitude  de' son  nœud 
ascendant  comptée  sur  ce  dernier  plan  à partir  de  la  ligne 
des  apsides  j v'  1 angle  formé  par  r'  avec  la  ligne  des  noeuds. 
On  reconnaît  facilement  que 

* ^ — r'  cos  r'xosX  — r'.sin  »'  sin  1 cos  3, 

y'  f'-cos  v'  sin  1 -h  r'  sini',cosX  cos  S,  * - - 

*'  = r'  sin  v'  sin  S',  ■ • 1 

* * « t * # ‘ ' - * . . 

avec  la  relation  - . ' • ' . 

— **L  *. 


;•  , *.  ■ i ■+■  d cos  (*>'  — »')  . - ■ 

' Eçs  constantes  â et  X.  se  détermineront  d’ après  les  posi- 
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CÉLESTE. 


■3 


planète  f °U.e®  <1<  s orbltes  de  la  comète  et  de  la 

l’/nstantdu  passage»  <aÉL  » °n  prend  pour  origine  du  temps 

devenant  nu/,  I.  pre^®  ?*  cormèK  «“  P«riMi«,  ï.„glc , Ja 
“ \7  ■ - , Simule  (i)  donnera  • . 


pour 


le  temps  en 


fc 


^ — ' a 2 (m  i?  si  rr  « ) 

«ictioQ  de  écoulé  depuis’ le  passage  au 
de  u,  et  ïcs  Tables  astronomiques  fet 
valeurs  de  /•'  et"  **'  correspondant  à celles* 

k_v  cette  formule. 

* # • 

'Variation  éprouvée  par  la  durée  de  la 

’aolution^P'  _ e d* u rée‘  comète.  -Désignons  par  N la 

^ ( ,r  de  « ^ rn^siant  du  passage  au  périhélie  pris  pour 
V3  6 du  tettip^’  ’ vaîeur  qui  représenterait  la  vitesse  angm- 

i 


périhélie  en  ioncti^ 


rayon  vecteur  si  le  mouvement  éliiptiqUC 


origine  < 

lavce»0^  y-r^év  et  appelons  ( <SÇ)t  la  variation  éprouvée 

/ V;; 

Xi  . , 

}»  = Nr+(^5)„  * ,,  • 

* * " • • • - * 


étant  Jïupp0^®- dotlné,  par  suite  la  valeur  correspondante 
Ùe  uv  etYVvivéngrale  — f s’obtiendra  àpproxima- 
ùvémentau  moyen  de  l’équation  (A,)  par  aine  double  qua-  ' 

drât«re*  • ' ' ‘ - - 

. Soient  • . .*  . 

’Ï’,T'7  les* intervalles  de-tfemps.qui  séparent  respectivement 
le  prerujer;  passage  au  périhélie  P ri  s pour  origine  dit 
~ temps,  du  second  passage,  ijt  le  second,  du  troisième; 

. jq  ' la  valeur  de  n au  second  passage  ^ 

^3n)c  ta  variation  éprouvée  par  Jl  au  ^°ut  u temps  t.:  . 

. On  pourra,  supposer  (dÇ),j-  -t-  -v  ==  ’ cu  • 

les  termes  du.sccoüd  qi’dré  or;dre  par  rapport  aux  masses  m-t 
■ : » ••  • . o 


. t«AtT t ÉUmentAIRB 

**«•  . 
et  m' ; et  Ton  aura  . . 

•*  aff=NT . 
i R'  ==  N -H  ( à n )T  » 

a*  = N'T' 4-  (n)T+r-l^)r  ~ N'T'  + ( *«)*  " f )f 

La  première  de  ces  équations  fera  connaître  N si  T est 
donné  par  l'observation  ; la  valeur  de  N'  étant  fournie  par 
la  seconde,  la  troisième  permettra  de  prédire,  par  la  valeur 
que  l’oit  en  déduira  pour  T',  le  troisième  passage  au  pé- 
rihélie.’, ‘ / .i 

52.  Développement  en  série  des  perturbations  d'une 
comète  lorsqu'elle  s’éloigne  beaucoup  de  la  planète  per- 
turbatrice. — Si  l’on  considère  une  portion  de  l’orbite 
cométaire,  dont  la  distance  de  chaque 'point  au  Soleil  soit 
très-grande  par  rapport  à celle  de  la  planète  perturbatrice 
à cet  astre,  on  peut  remplacer  la  méthqde  précédente,  qui 
dahs  l’application  conduit  à de  longs  calculs,  par  la  sui- 
vante, basée  sur  le  développement  de  R en  série. 

,On  d’après  le  n°  22,  , ' • 

** +*/+'*>’ \ • , 

«»'.  \p  • r’3  . / ,•  . 

Or,  en  appelant  0 l’angle  formé  par  r,  r1,  on  a,  aux  termes. 

du  second  ordre  près  en —,  - * .•  • . ' 

r.  . . ‘ 

• * r‘ 

P,==r  — r\o  s9,  ou  - = — p- — eost);  ..  . 

B • r ■ r‘  • . ’ " • : . 


et  comme 


il  vient 


_ xx‘  -t-  yy'  -+-  zz' 


R~W,[7  4r j-jr' -H  =*' ) - ‘ ' 

r"  • n*  . ’ ' - % 

Le  terme  — donne  liett  à une 'force  — dirigée  de  w versM, 

r . fX  « , . •; 

■V  > ■ ' / ' ■ '• 

* ....  * # 
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L*  celle  l 


M /« 


» • 

<jui  est  due  à l’action 


mutuelle  de  la  et  du  SoIeiI.  Il  est  donc  inutile  d’en 

tenir  compte* puisque  ’ij  ne  trouble  pas  Je  mouvement  ellip. 
\{qae,  et  qU  " oapc^.  nr  effet  que  d 'augmenter  d’üne  petite 
{raclion  fe  côe/iïcien~  é*  que  'nous  con  tinuerons  à supposer 

. at  ^ Vanité.  H a0'*-  ==3  suffit  ri  on  c d ’ecri  te 

n-'”’  ^ ~^rr'c' .ry' *+-  zz' ) — p;]’ 


(1) 


» * r * 

, 'rappela11^  ^lUe  rjt/  ir  est  du  second  ordre  par  rap- 
en  DOW  P-  et  que  dans  cette  expression  on 
B.VSÜ®  a\\s, \e  laouVeme’nt  elliptique, 


peut 


d7z 
' rf?’ 
d'z’’ 


dp 


, -sieuôns  que  les  coordonnées  « soient 

Ma  P<*»£r^{on  que  ]a  comète  occuperait  au  bout  d’un 

ce\\esAe  sVson  orbite  n’était  pas  troublée,  et  soient 

certain  te  z_h  5z  jes  co  ordonnées  de  sa  position 

**  étant, "de  même  que  1«  variation  drde^ 

réelle’  t\té;  dLc  l’ordre  de  Ja  force  perturbatrice  Eh  rem-  ■ 
des  I\vxan  ]a  première  des  équations  (-*)  u n°  ^ ' 

p/aç-ant»  - x y z Sr  nar  oc  A—  <5 X?  JK ’+'dj,  z~hàz,  , 
«.«neciiveme^1!  X,y,z,  or  par  a.  -r~  _■ 

.£r  et  R.  par  sa  valeur  (7),  on  trouva  • . . 


ri1  Sx  1 Jx 

^ T7 


m 


• r.r 


des  valeurs  <*)'et  de  la  relation 


Cette" équation,  en  vertu  d 

xù-\-yS.y  ~Sz 


$r  : 


8. 


.N  . » fV, 


! 


: 
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devient 


d'S* 

~dP — r T 3?  de- 


j,  /3-r 

— =.(3x  — /»V)  ^71 


* » jrv  a:*/ 

;■  m'7>)-i  + 3(Jï  — mV)— • 

* ' • • * 

♦ * .*  . A , • • • » * 

On  obtiendra  deux  équations  différentielles  pareilles*  en 
8y  et  8 z,  et  l’on  reconnaîtra  que  les  trois  équations  ainsi 

obtenues  sont  satisfaites  par  les  valeurs  . • 

. •(»)  .8j=zm'(y'+ 1),. 

f Si  ==m'  + lY==«V,'  • 

dont  nous  aurons  besoin  un  peu  plus  loin  et  d oit  I on  de- 
. duit  ' . : . 

8r=m‘  - *. 

L’expression  (7)  de  R donne,  en  ayant  pgard  aux  va- 

leprs  de  ^ —•- Tt  fouritips  par  les  formules  («), 

r'  ■’  '•••■■  ’ ; ' 

• '■  ■lèd1+t^-=  '"'(X^  + Yrfr)  #.  ^ 

• • = /»'  ^cir-|-7'dr)  (^L  _ JL^  + jd^J  . ' . 

— ,„'Axx'i-yy'  , dxdx' +.dydf'\ 

\ r>  • ! rf(»  . 

. et  de  la  première  des  équations  (A)  on -déduit,  par  sui.tç,  _ 

‘ (B)  jg  = 2m'g>  (*t  +'pj  + dxcÙ/  + dr*£\  ifc- cods'c-, 

- \ r5  « dt>  ' . J • 

da  étant  la  variation  éprouvée  par.  le  demi  grand  axe,  a, 
partir  d’une  position  déterminée  de  la  comète,  et  1 ori  fixera 


•*  - ;.j 
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,r  e . ® C0Qst«nte  par  la  condition  que  Sa  soit  nulle 
tte  position.  ' . - . 

étluira  de  là  va]eur  do  J»  au  moyen  de  l’équa- 

= 0“’,  qui  ^onne  , 

„ / _ xjr'  —f—  yy'  c/3celuc'--\-dydf\ 

3m  on  I 7tZ~r<  -, . . . , +-  const. 


[atidns  (iV  ) deviennent,  en  continuant  à négliger 
du  second  ordre  par  rapport  aux  forces  pertur- 


^ïfes  formules  (ex) 
( xdy' , — ydæ‘ 


vertu 


. . . j ,>»  47  au  moyeu  des  re 

lerd  les  yanations  de  ci.  / 


étant  rabattu  sur  le 
'angle  w la  position 
rospondant  à ce  plan 
de  m' , dont  on  peut 
peut  se  mettré  sous 


us  qi^e,  le  plan  de  1 orbite 
on  prenne  pour  origine  de 
xe  de  i’  orbite  ellipt^l11®  c° 1 
nt  une  quantité  de  i ordre 
icarré  : l’équation  ^ ° V 
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par  suite;  * • '*■ 

dx  dy  ■ ( xdx.  ydy  \ i 

. • dt  dt  - \ dt  dt  ) r 

mais  on  a 

••  . 

. . * dr 

d.r  » r 

— y — = c =:  s/ a{l  — e'). 

d’où  , «. 

. . * * » • 

(7)  - 

x dy  • 

1 '--F*'*’' 

1 • y dx 

f cw  <= — r ■* — • 

\ r de 

Avant  d’aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que  la  va1 
leur  initiale  de  to  étant  nulle,  on  a • 

, S eu  = ena>. 

De  la  première  des  équations  (y'j  on  tire 

xSr — rS x celSr  dr  . • 

r 1-  -1— — -y-  Se,  , , 

r \ , ut  dt 

* < ' 

ou,  en  vertu  des  premières  équations  (j3)  çt  (y)  et  des  va- 
leurs (il),  * • 


7 


L . f „ (-*-7' ->•*’)  dy'  (xdy—ydx)' 

L r r1 


(•B*)  : 


Se  m . . , . 

r>  .dt  ■ dt 

, <iy  r xdy) — y'iLr  H-  x'ily  — ydx 

■ . • ^~dT~ 

et  l’on  trouve  de  ineme  • 


dx'~\ 


<*8v> 


L r r •* 


e/x'  [xdy  —ydx) 


| dæ  {xdy'-r  y'dx x'dy —ydx'Y\ 

. I dt  ‘ T*  J' 

• * ' ■ » ' • 

11  ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'à  calculer  l’altéra-' 
lion  de  1 anomalie  moyenne  Nôus  supposerons  d’abord 
■que  1 origine  du  temps  est  1 instant  du  passage  de  là  comète 
au  point  de  1 orbite  à partir  duquel  ou  peut  commencer  à 
prendre  la  valeur  approchée  de  R obtenue  au  n°  52,  et  nous 
représenterons  par  o.  /»  la  variation  éprouvée  par/f  à partir.. 


r 

\ 
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istant.  Nouas  aurons  .»**-!.•.  • » . • ■ ,* 

S'nrie -t- 3ê  — S»,  . 

iiïerentiant,  puis  remplaçant  dans  le  résultat 
sa  valeur  fournie  par'  l’équation  (À”),  v' 

»,  . ' «^«ïcsin  u.  ( a <?3  — *'<?cosa)  rlSvlt — <?cos«K 

O ndt  ; : — — — 11, 


# * * ^ 

marquant  que  nclt  = elix  ( i — ecosu), 
’ 3 a si  n « (3 <"2 e f os  « ) Su>[\ 


1 

[<?'«  (~a  cos  u.  -4-  <?)  ^ 

/z  * 1 e~ 


àw(t  — reoso)1!  * 

V/l  — ei  J 


2 <? 


»in  «£w  1 

- «a. 

p « * - . V 

la  valeur  de  Sri  donnée  par  la  formule  (B,)  au 

orbite  à partir  duquel  nous  comptons  actuelle- 

. ■*  »•  . 

ups,  on  a * . 

• . <y'/*  =z  3 n m -v  ; . • 

* » ' , . - 

rieurs  ci-dessus  de  àn,  d e,  «îw  sont  liées  entre 
relation  . • • 


Sn 

ri 


?.  COS  U 


Se 


2 sin  u 


v/' 


£ cSt, 


v /TJ 


, rria;'  -ï-jr'dx-  x’dy) 


. rie  . , 

fiera  facilement  » reaapl.Çam  par  ■ 

:tio«  deal««?"ationS  \ 

, 1 ' */„  fl  vient  donc  enfin,  en  injé- 

:tra  décale Jer 3 « Il  v ^ > 

■o»  <*>  i:sr:  ... 


/Tf'v  / ‘ 


- //I 


,üèLzz*z± 


a1  C1 


•’  ) 


sin/rfa — r1 — ccosa). 

Se  , ■ 

I — e1  • 

. (l — tfCOStt',» 

. f<î&J — — hconst., • 


à Lagr^fl 6e'* 
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53.  Supposons  maintenant  que  1 on  veuille  pousser  plus 
ïoiû  l’approximation  et  déterminer  les  Altérations  des  con- 
stantes dues  à la  partie  complémentaire  de  R que  nous  a'vous 
négligée  au  n°  52.’On  reconnaît  facilement  que  celte  partie 
‘ a pour  valeur  . • . > . . • " * 

n ~T  i : 

; * . 2 L *7  h ; 7"*  . 

5 yjr'-\-  zz' — ^ 

^.rx'  yjr'  -+■  z-  — 


En  posant 


p = 5:1’ -il 

à . /*  - a 


35 

?. 


p,_  3 (•**'-< -fx’-hzz')  i5 

. fi  2 


^xx'-byy'-^-zz'—^—^ 

- -2  ! 

^ -f-  y y'  ■+•  W — r—  ^ 


on  voit 


que 


rfR 


— ==  »»'  X ==  /«'  ( p*  +.  P' y);  • 
rfR 

dÿ=ni  Y = /w'(Pj-t-.PV), 

. dR  - ' 

v ' ' — — />»'Z==«i'(p*-pP'*'),  ' ■> 

• / • . ** 
elles  équations  (6)  et  (y)  et  (i  i). donnent,  par  suite, 
dar= — ’> 

f/e  =.  »>'. P'  (■«Ir — <iy  -<r  an' [x dy  — y dx)  (P/  -H P'jf ' ) , 

m'  V {xfy  —xy')dx  + m'(ydx  — xdy)  (fy  + P 'f')y  ■ 

(i  — , y/r  — e’)  . ’ V-  * ' ' ' ' 

— ^ ** a a n </f  [ P (.-r’-)-  J- 2 ) -4-  P'  {.rp/ + J/'  ) ] , 

; . ••  • • • . 

dp  = -y-.'  -'7;  V>y:z' dt  » dq  = — ■ ,■■■  PtxiVt  - ' ’ 
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tenant  on  fait  dans  ces  foi-mules  , 

^ r cos  , .x  ===  r sine,  z — o,  » 

a (*  1 a'(i—e’>)  . ‘ • •- 

i-f-ecost'’  „ i cos  ( i>' M' ) ’ ‘ ' • 

•»  . . . . > * « , • - * 

l’on  remplace  ac'+  y',  z'  par  leurs  valeurs  en  folie-’ 
•'  résultant  du  n°  SO,:  en  observant  que  le  mouve- 
pticjue  donne  . • . . . . 

, t * . 

ci**  ?=  sJ  a ('I  é’)  <*  , r'*  d**'  ==  t •<—  e*)  dl, 

• % I ( 

ne  chacune  des  expressions  précédentes  pourra  se 
er  en  une  suite  de  termes-  de  la  forme 

^ in'  X cos((V  — f-  i ' **' ~+~  j J d» , 

ne  pourra  intégrer  que  si  I On  peut  négliger  iV' 

, ce  qui  a généralement  lieu  pour  la  portion  de 
ont  nous  nous  occupons.  Toutefois,  on  peut  ap- 
vement  tenir  compte  de  £' en  opérant  comme  il 


»laçant  Vr/c  par  sa  valeur 

_.r'2  / V"(  « — _gÜ-,  . • 

^ r*  ^ • e'*y 

* * * m 

l’élimination  de  entre  les,  équations  ($), 

[ix’il  s’agit  de  trouver  devient  . . 


/ 


r'3  > / . 

— eus  (if* 
r3  . 


i ' *>'  — t-y  j ». 


- = ( 1 - - 1 “ 1 ■ 1 ' 

• '*  * eSt  uùje  petite  quantité,  l’imé- 

“a^ûrr»^  déK.elopJ>tr  ^ unesuiiédc  termes 

l*  - * • 
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.1  * 

de  la  forme  « ■ 

Ji  J*  «*(/,«>  -4-  iy-hj^d»' 

— Tr  /cos (i,p  -h i\  v'  -H y,  ) (»î  rff' -4-  », rfo  — i, dp) 

■ : '•  J 

».  • j(  ] if' 

= -rr»in(/i*'  + fÎp'*t*yi) rr-  I cos(i,p  + i',v'-hj,)dp. 

• . ' i * • 1 > J 

Le  dernier  terme,  eu  égard  à la  valeur  ci-dessus  de 
équivaut  à 

J/'  y«[i  — *’>  /V'* 

~7~  7zrf===r;  / -r 

' i y a (r — o’J  ,/  r 

cl  est  beaucoup  plus  petit  que 

cos  (i,  <> -4-  i\  d -4 -j\  )dp', 

en  raison  de  la  petitesse  des  rapports  — et  -•  Ou  peut' 

donc  considérer  1 intégrale  précédente  comme  approxima- 
tivement égale  à . * ’ • • 

y . . 

jr  sm(/,P  -4- /J  ✓+/,).  . 


t 
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" CHAPITRE  III. 

* * 

CALCUL  DE  L’ATTRACTION  DES  CORPS. 


§ I.  Généhalités  suu  l’attrActio#  des  systèmes 

MATÉRIELS.  . - 

, • ...  *•  *>.  . 

54.  Si  l’on  veut  rattacher  à la  gravitation  la  forme  par- 
ticulière et  pour  ainsi  «.lire  géomé trique  qu’affectent  les 
corps  célestes  lancés  dans  l’espace,  letf  phénomènes  qu’ils 
présentent  soit  dans  leur  mouvement  propre,  soit  dans  celui 
des  fluides  qui  en  recouvrent  la  surface,  on  voit  que  l’on 
doit  chercher  d’abord  à calculer  les  résultantes  des  attrac- 
tions exercées  par  les  particules^  d’un  même  corps  sur  les 
différents  éléments  matériels  d’un  autre  corps,  ou  plus 
simplement  encore  la  résultante  des  actions  qui  émanent 


du  prerpier  corps  sur 


chacune  des  molécules  du  second,  et 


c’est  ce  qui  fait  l’objet  de  ce  chapitre.  . 

55.  Expression*  des  composantes  pat-allèles  à trois 
axes 

.sur  un  point 

rn\  m\  , ni'*  , - . - les  j^^tale  par  MV^ 

nous  respecli vos  ,u 

>»  ’ * * . i ..v eiccn t leur  attraction: 


Expressions  t/es  ' ~ — “ . 

rectangulaires  de  l attraction  d un  système  tnmtériel  ’ 

a ' no  in  t materiel.  — Soient  ^ . ••• 


r , ri9  r. 


■f»  JT 


attraction  ; 

a,,  point  rre  rapporté  à trois  axes 
tes  eoo  _ O js  fixes  dans  i espace. 

la  loi  de  l’attraction  soit  repré- 

- une  ttuictio»  <lu*!l 


de  maS>e  sur  lequel  elle. 
ord 

rectangulaires  Ox,  0^,0*. 


3i  nous  ^S-:r;;r^lco-c,«u  f.(r)  dçda  distance, 
sent ée  par 


*>' 
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l'attraction  exercée  par  ni  sur  m sera  peut 

concevoir  que  m change  de  position  par  rapport  au  sys- 
tème M'  considéré  comme  fixe  et  invariable;  et  dans  cette 
hypothèse  l’attraction  ci-dessus  donnera  lieu,  pour  un  dé- 
placement fini,  à un  travail  total  représenté  par 

• .*  _ — mm'  f ?(r)e/r- 


Eu  désignant  par  V la  sommé  des  travaux  semblables  résul- 
tant des  attractions  de  toutes  les  parties  de  M'  sur  m,  nous 
aurons  • * ’*  •’ 

V = — m J' <f(r,)drl-+-m,j'<f(rt)dr,+  ..^,  ' 

ou,  pour  abréger,  , t, 

. . \ mS.m1  J' tf(r)dr,  i - , ' • 

le  symbole  S ayant  la  signification  ordinaire  de  somme.  . 

Soient  X,  Y,  Z les  composantes  parallèles  aux  axes  Ox, 
O jr,  O z de  l’attraction  totale  de  M'  sur  m;  le  travail  élé- 
mentaire de  cette  attraction,  représenté  par  l’accroissement 
infiniment  petit  dV  de  Y,  est  aussi  égal,  à la  somnpe  4es  > 
travaux  élémentaires  partiels  des  composantes;  ou  a doue 

, .•  rfV  ==  Xrf*  + Ydy  + Z*-.' 

‘ **  i ’ * t •• 

Mais  comme  V est  une  fonction  de  r,  r , , ru . , et  par  suite 


èt  par  suite 


X = 


xi  y i *,  on  a aussi 

• 

>' 

d y 

</V 

dV 

~7ûUj:^ 

dÿ^^ 

lis 

\ 

dz, 

d\ 

dV  . „ 

dV 

dje-  Y~ 

« ±r>  2 

dy 

dz 

On  voit  ain£i  que, Jcs  composantes  de  l'attraction  s’ex- 
priment très-simplement  au  moyen  des  dérivées  partielles 
de  la'forvHüo».  ^ du  travail,  il  laquelle  on  a donné  le  nom 


, . t>K  MÉCANIQUE  T5ÉLBSTÊ.  . ..  Ia5 

et  lout  “ 

fonction  V de  JY  , ^ égalée  à une  constante  arbi- 
trai i'e  G,  ou  l’équation  •*  .» 

V ==  C, 

représente  une  famille  do  surfaces  ditestfur/’acer  de  niveau 
jouissant  de  cette  propriété  que  l 'attraction  exercée  par M' 
sur  chacun  des  points  de  l’une  de  ces  surfaces  est  dirigée 
suivant  la  normale  correspondante  de  cette  surface  ; et  en 
effet  le  travail  élémentaire  est  nul  pour  tous  les  dépla» 
cements  que  l’on  peut  concevoir*  sur  la  surface. 

Dans  le  cas  de  la  nature  ou  de  la  gravité,  on  a 


*(*■) 


et,  par  suite, 


.rn' 

r 


• • V , ■—  rn  S 

* * . . * **  . • 

• . ’ - J 

Si  a?,  y\  z’  sont  les  coordonnées  de  m', 'on  a, 

♦ , % ^ / *• 

- 4 = [(^— ^')2-+- 
aw  V r 


X. 

Y 

Z, 


dV 

d.r. 

dV 


rfjr 

dV 

dz 


-tri  S * 
rn  S * 
rn  S - 


ry+ 

* *#  V 

rn'  (ir  — ' 


rH» 

■'  (jr — S] 


/// 


,.3 


zn  ' ( z 


-*') 


expressions  que  l’on  a^a1^  ^ f o ^ de  îattraction  dem' 

‘ ««“  “ l , *g-,  muTUplié  p,,.  le  col' ' 

sur  m par  exemple?  e ° ' r i,  • 

sur  *F  ^ force  avec  1 axe  cmjessus* 


.Y  t 


nus 


de  l’angle  quC  . 

irf  — 


fait  celte 


c’est-  à-dir«?  par  - ^ 


m«int.n«nt  que  « 


• fasse  partie  d’un  système 
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matériel  M dont  noua  désignerons  par.  /«,,  m, , m,,'... 

le?  autres  éléments,  et  par  (xt,  yt,  z,),  (.r, , Jj,  zr), 
(x»,  yg,  zB),.% . les  coordonnées  correspondantes;  soit  U 
la  somme  des  fonctions  telles  que  V,  relatives  à toutes  les 
molécules  dece  système  : U est  égale  à la  somme  des  pro- 
duits deux  à deux  des  masses  des  molécules  de  l’un  et 
l’autre  système  par  P inverse  de  leurs  distances.  La  somme 
des  composantes  suivant  Oz  des  attractions  exercées  par 
M/  sur  les  différents  points  de  m sera  donnée  par 


dû. 

d.-r 


tl  U 
tir, 


d U 

du. 


, t. 


attendu  que  V-,  pap- exemple, «étant  la  seule  partie  de  U 

qui  renferihe  x,  la  composante  de  l’attraction  de  in!  sur  m 

flV  ■ dVS'  -,  ; . , • • • _ „ • 

*'  e&t  dx  OU  dx’’  'T,n  Tolt  a,nsl  que  le?  composantes  de  1 at- 
traction entre  les  deux’ systèmes  s’expriment  enpore  facile- 
ment à l’aide  des  dérivées  partielles  du  potentiel  U. 

* . ‘ r * . 

56.  Attraction  d'un  système  matériel  sur  un  point 
matériof  qui  en  est  très-éloignè  par  rapport  aux  propres 
dimensions  du  système.  — Supposons  que  l’on  prenne 
respectivement  poyr.  origine  et  pour  axes  coordonnés  le 
centre  de  gravité  O et' les  trois  axes  principaux  d’inertie 
correspondants  du  système  M',  et  soient  (Jig.  3)  : 

. * a; la  distance  O m du  centre  de  gravité  O au  point  attiré; 
a',  a\  » les  distances  O m!,  O/n',,  O m';,...  du 

- '.même  centre  aux  differents  éléments  matériels  m\ < 

: . m',,  m',,-..  de  M'; 

a,  f3,  y les  angles  formés  par  Om  avec  Ox,  Oy,  Oz; 

• A,  B,  C les  moments  principaux  d’inertie  de  M' par  rap- 
port à Ox,  Oy,  Oz; 

' m’. P la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m1  sur  O/n; . 
r>  O»/’*»  ' ’ " les  distances  mrvl,  mm\,mrn,,. , , ; , 

)'  (^d^i)  ••  les. coordonnées  des  points 

, • . * . - • .'*  • ! *. 
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■ ' ' . _ . 'S.  m'  •=  M', 

puis,  d ’après  te  théorème  des  inomen 


“te  aes  moments, 
S - rn'.  OP  = o, 


et,  en  expriman  t qUe  O^r,  Ojr,  O a sont  trois  axes  princi- 
paux d inertie,  * * ,.‘‘ 


H.  rn' x'jr o , s O,  S jr  V=  o ; - 

déplus,  la  figure  donné  • . ». 

- t ■'  • ■-  « ■ . ■ ‘ - •■..**•  . . '• 

# * OP=x'  cos  oc  t+-  ços  p -f-  cos  y,  .*"•  * 

, •'  ' , . . — ! : 

' r_  - , - v' <*3  — f—  2//.  OP.  • . 

£n  appliquant  à l’inverse  de  r la  formule  du  binôme 


^ • * . a''.  op' 

ilée  aux  termes  du  second  ordre  en  —,  ri,  U vient  , 


« • _ - . » t • . - - ^ 

. r / *?/3  ; OP\_ï t f ».  /*»/*  aQP\  3 Op’l 

ar2  3 « / <*L  » V**  « 


* «.  ■»  " •’  * ^ ^ ^ * 

suite,  eu  dgvard  à ce  qui  précède. 


//i  S 


« . w _) 1 — s . »»'  (3  op!  •‘-i  «{»).  . ; ‘ . 


A = S . rn’ -h-  S . rn'  z’ 3 , 


J3  = S . ni'  x'*  — f—  S . rn  z 


t = S./w'jr'1» 


, M 


A + B-f-C 


. /w  ' s*'* 


'2  «-  S . w'(.r,2-J-  J''3  -+“  z")  2 » 

« S .ni'jc' 2 -+-  cos3  p S - cos>7S.m'z'S 


TC  AT» 


r cos>«  (B  H-  c—  » A)  H-  cos*?(C  + A-2B)'-  . « 

\ +Cps^(Ad-BJ^  /. 


«econd  ternte  ^ tieUC  ;exPrcssioa  ou  le  : 

8 • .%  :'•••• 


V 

#*  « - * • - .1 
. » *.  • • .'1 


; . f. 
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carré  du  rapport  des  .dimensions  de  M'  a la  distancer  sup- 
posée beaucoup  plus  grande,  il  vient  . 


wM'  • 
V= ■> 


a 

\ 


expression  qui  est  identiquement  la  même  que  si  le  corps 
était  remplacé  par  un  point  matériel  de  même  masse  placé 
à son  centre  de  gravité.  Doiir  f .\  < • , ,/  : 

. - L’attraction  d' un  système  matériel  sur  un  point  qui  en  ■ 
N est  fort  éloigne  est  à.  ,peu  près  la  même  que  ki,  toute  la 
masse  de  ce-  système  était  concentrée  en  son  centre  de 
' gravité.  ' • , ’• 

En  supposant  que  m fasse  partie  d’un  systètne  matériel  M/ 
.fort  éloigné  de  M^  l’auractioii  exercée  paç  lé  second  de,  ces  ■ 

. systèmes  sur  le  premier,  égaie  et* contraire  ,à  celle  de  M sur 
ia  masse  M/  considérée  comme- concentrée  en  O,  sera  par 
çonsequént  la  même  que  si  ces.  deux  masses  se  trouvaient 
concentrées  en  leurs  centres  dc'gravité  respectifs,  et  l’on  a 
ce  théorème,  indépendant  d’ailleurs  de  là  loi  de  FâtlrCcllon, 
connue  il  est  facile  de  s’èu  assurer  ; • • . ' ’ * 

■ Les  cetiit'es  de  gravité  de  deux  systèmes  matériels  fort 
éloignés  l un  de -l'autre- s’attirent,  comme  si  les  masses 
'totales  de  ces  systèmes  s y trouvaient  respectivement  coh - • 

' centrées 

» . _ •* 

• • Le  système  d une  planète  agit  donc  à très-peu  près  sur 
les  autres  corps  du  système  solaire  comme  si  la  planète  et 
ses  satellites  étaient  réunis  à leur  centre  commun  de  gia-  ■ 
.vite,  et  ce  centie  est  attiré  de  la  même  manière  par’ les  dif- 
férents corps  du  système  solaire. 

Chaque  corps  céleste  étant  un  assemblage  de  mojééules 
doUees  xl  un  pouvoir  attractif,  et  ses  dimensions  étant  très->  / 
petites  -relativement  à sa  distance  aux  autres  corps  du  sys- 
tème du  monde,  son  centre  de  gravité  o£t  à très-pqn  'près 
attiré  coipine  si  toute- sa  masse  y était  réunie, ‘ef  il  agit  de1 
Ih  même  manière  sur  ces  différents  cpèps.  C>st  èirisi  qu’il'1  » 

» . * *'  * • • • ; * 


% » 


X ■ 


■.  - 
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nous  a ete  permis,  dans  la  recherche  du  mouvement  du 
centf-e  de  gravité  d’un  corps  céleste,  de  considérer  ce  der- 
nier comme  ud  simple  point  matériel  de  même  masse  con- 
centrée en  ce  centre,  hypothèse  que  rend  plus  exacte  encore 
la  sphéricité  des  planètes  et  de  leurs  satellites,  comme  nous 
le  verrons  plus  loin,  et  qui  admise  à priori , sauf  justifi- 
cation ultérieure,  a conduit  Newton  au  principe  de  la  gra- 
vitation. , ’ • . • . 

Revenons  au  Sujet  qui  -nous  occupe  : si  l’on  veut  pousser 
plus  loin  l’approximation  et  tenir  compte  des  termes  du 
second  ordre,  il  suffira  de  considérer  le  second  terme  de  V 
ou  de  poser  tout  simplement  - 1 


V.  = — - — C cos3  oc  ( B -+-  C 

as- 


. a A ) — f-  cos’^C^f-  A — 2B) 


cosJy  (A  —i—  -B  îC)]i 


a joutant  aitx  composantes  parallèles  aux  axes,  résultant 
cette  valeur,  celles  qui  proviennent  de  l’attraction  sur 
>oi*it  nz  de  la  massé  M'  concentrée  au  point  O. 

„„  obtenir  X ou  ou  remplacer.,  du,.  V,  eos'u 


. 4 V 

obtenir  X ou  on 


vaJetstr 


cos*  P •COS*V 


a tira 


■en  *•*■■ 


C — - 2A 


■(A B)  + z»(A— ■ CH  • 


r jpar  rapport  à * « reu..rqu„nt  que  . 


Z** 


! 1 a A '*4r  #,  + - C)  j , . 
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f c+A-îB+~[*>(B-A)  + *'(B-C)] 

2 Û1  ( « 

Z =“  ! 5 aC-4-  p[*’(C^A)4-^(C-B)]J. 

« • • ».  * 

Dans  ce  qui  suit,  nous  aurons  moins  besoin  de  ces  for- 
mules que  de  celles  qui  donnent  les  valeurs  des  moments 
."T0X,  SU/y,  31V.  de  l’attraction  exercée  par  M/  sur  m.ou 
inversement,  par  rapport  aux  axes  0.r,  O y,  Oz,  et  l’on 

irouve,  en  laissant  de  côté  la  composante  dirigée  de  m 
vers  O,  qui  ne  donne-aucun  terme. 


3It;^Zr— Y*-^(B-C),j-, 


ci  de  même 


3 /w  . • . 

arL/  = -^r(c  — a)xz,  ... 

^,==:“r(A— B).r*-  - 

f . •, 

Ces  formules  nous  seront  fort  utiles  lorsque  noüs  nous 
occuperons  du  mouvement  des  corps  célestes  autour  de  leur 
centre  de  gravité. 


§ U*  Attraction  des  corps  terminés  par  des  scrfaces 

sphériques. 

57.  Considérations  générales  sur  la  constitution  des 
corps  célestes.  Les  corps  célestes  ont  une  forme  à très- 
peu  près  sphérique,  et,  d’après  ce  que  nous  connaissons  sur 
la  constitution  physique  et  l’origine  ignée  de  notre  globe, 
u"^s  sommes  conduit  à croire  qu’à  une  certaine  époque  ils 
sb'  trouvaient  à L’état  fluide.  Ainsi,  avant  la  formation  de  la 
première  couc  e solide,  ils  ont  dû  affecter  la  forme  d cquî- 
libre  d une  masse  fluide  soumise  à ses  actions  mutuelles  et 
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d’un  inou’vement  uniforme  de  rotation  autour  d’un 
me  que  le  retrait  du  au  refroidissement  n’a  pu 
d’une  manière  notable  5 et  il  y a tout  lieu  de  prê- 
te, dans  de  pareilles  circonstances,  les  ni  a ti  ères  de 
'■usité  se  sont  groupées  symétriquement  autour  de 
rotation.  - 

ce  centrifuge  développée  par  le  mouvement  de 
a dû  modifier  la  forme  sphérique  que  la  masse 
•ait  naftirellément  prise  sous  l’actionde  sès  attrac* 
? celles,  .si.  cette  rotation  n’avait  pas  existé;  mais', 
après  1 observation  les  mouvements  de  cette  na-' 
généralement  très— lents,  les  déformations  qu’ils 
.ités  sont  très-faibles  ; nous  pourrons  donc,  dans 
1ère  approximation,  en  faire  abstraction,  et  ad» 
e chaque  corps  céleste  est  composé  de  couches 
. concentriques  et  homogène sf  dont  la  densité 
la.  distance  au  centre.  '* 

mmes  ainsi  conduit  à calculer  rétraction  d’une 
érique  homogèpe  sut  «n  point  matériel. 

-action  d'une  couafte  sphérique  homogène  sur 
jeté  rieur.  — Quelle  que-  soit  l’épaisseur  de  la 
oeut  toujours  la  supposer  décomposée  en  co0'- 
tement  minces,  et  il  suffira  de  considérer  cha- 
particulier,  puis  de  faire  la  somme  de  leurs 
dirigées  évidemment  du<  poi«  attiré  m vers 
^ouuuxun,  pour  avoir  l’a ttractioa  de  la  couche. 


couche  infiniment  mince,  . • 

seur.î 

5 5 point  attiré  m: 

»«  de  son  centre  F 

" aiit  pour  sommet  le  centre  O 

cène  ay  , )a  surface  extérieure' 
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de  la  couche,  d’une  ouverture  infiniment  petite  mesurée 
par  Vêlé  ment  sphérique  do) , c’est-à-dire  par  la  portion  de 
surface  qu'il  intercepte  sur  la  sphère  ayant  O pour  centre, 
et  l’unité  pour,. rayon  ; çe  cône  déterminera,  dans  la  couche, 
l’élément  de  volume  a'* e d w.  Si  l'on  fait  abstraction  de  la 
discontinuité  de  la  matière  de  la  couche,  ou  si  l’on  conçoit 
que  l’on  y substitue  une  matière  fictive  continue,  occu- 
pant le  même  volume  fini  sous  la  même  masse,  nous  pour- 
rons considérer  le  volume  a'*edu>  comme' ayant  la  niasse 
pV’eeîw.  Cette  conception  théorique  paraîtra  suffisamment 
exacte  si  l’on  observe  qu’un  volumcTini,  assez  petit  pour 
être  regardé,  sans  erreur  sensible,  Connue  une  dillérentielle, 
renferme  un  très-grand  uombre  de  molécules  matérielles. 

La  masse  élémentaire  er£o>  donnant  lieu  à l’ayrac- 


• d ni . o a''1  eri 

fion  — — > on  a pour  le  potentiel 

. mm'  '■  ^ 


pma 


/du 

= t ’ 

mm' 


1 intégrale  étant  relative  à la  surface  entière  4 de  la  sphère 
ayant  I unité  pour  rayon.  Quant  à la  masse  entière  de  la 
couche  sphérique,  elle  a pour  expression 

M'  = p e. 

Soient le  cosinus  de  l’angle  formé  par  Om;  avec. Om, 
angle  qui  doit  varier  de  o a 7r,  et  q l’angle  compris  sous  le 
plan  mOrrt'  et  uii  plan  fixe  passant  par  Om.  Portons  sur 
Uni , à partir  du  point  O,  une  longueur  On  égale  à l’unité, 
projetée  en  Os  sur  Om.  Si  le  plan  nOm  tourne  de  l’angle 
dq  autour  de  Om,  1 arc  décrit  par  n est 

, • . dq  X Oi  = dq  sin«Oj, 

et  si,  dans  ces  deux  positions,  on  fait  varier  l’angle  nOrn 
d une  quantité  infiniment  petite,  on  détermine  un  élément 
sphérique  mesuré  par  . 


y: 


d,t  si»  "O^ - _ dtfdp, 


donc 
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on  peut  prendre  pou r d oj . D’autre  £art,  on  a,  dans  • 
gle 

mm'  ==  a* 3 aa'p  4- a'»;  * ( 

• . . “ \ ,**’  <•  . 

=fra„A«.r->  rm?  - V • 

« «•/.+_,.  mJo  V«* — *aa'pi+y*  a 

s , • % , . » * • 

al  te  que  la  couche  attire  Je  point  m,  comme  si 
masse  était  concentrée  en  son  centre.  De  là  on 
cilemeiït  ce  théorème  : ./  . . 

- ' - r . ; • • • . ’ • t • 

ie  sphère  pleine  on  creuse  homogène,  ou  compo- 

iuch.es  concentriques  homogènes  dont  la  densité 
?c  la.  distance  au.  centre  suivant  une  loi  quel - , 
jjcerce  sur  un  ‘point  extérieur  la  même  attrac- 
s£  toute  -sa  masse  était  .réunie  en  son  centre;  et 
du  séquence  , en  raisonnant,  comme  au  h°  56  : 
ères  composées  de  couches  concentriques  ho mo- 
t tirent  comme  si  leurs  masses  étaient  concen- 
■urs  centres  respectifs - * - 

r /action  d’une  couche  homogène  sphérique  ou 

deux  ellipsoïdes  semblables  sur  un  point  . 

0xx  conçoit  facilement  que  pour  trouver  U 

tractîi»  d’une"  sphère  semblable  » celles  du  • 
éo=d«rnti  il  suffit  de  dd.erut.ner  l.  resuhaMe  de, 
exercées  par  Une  couche  .pbér„,„e  homegeee 
1 Donc  le  vide  intérieur. 
tt  w'P  a^e  d,ouv(?rmrc  infiniment  petite,  mesu- 
t sohérique  r/co,  ayant  pour  sommet,  le 
^ " • _,s  là  couche  deu*  segmeuts 

I déténnineia  actions  directement  opposées. 

■*  1 e-pdin t m ^ ^ ^ tan  poirft  quelconqiie  de 
5tance  Iî°in^urra  décomposer  eè  dernier  en 
^g-nflents  5 0,1  P ». wj ^ dr  dont  la  masse  donnera 

volun»etclsq»er  . . 
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lieu  à l'attraction  . • 

rfdvdr 


■ = m .pdudr. 


. I ,•  , 

En  intégrant  par-rapport  à r,  et  appelant  u l’épaisseur  dji 
segment  dans  le  sens  de  r,  on  trouve,  pour  l’attraction  cju’il. 
exerce  sur  ni,  mpudus  ; et  comme  l’épaisseur  u est  la  même 
pour  les- deux  sègmeUts,  on  voit  que  leurs  actions  sur  m se 
neutralisent,  et  quç  par  suite  le  point  m se  trouve  en  équi- 
libre dans  l’intérieur  de  la  cpuche.  La  même  chose  a lieu 
pour  une  couche  homogène  terminée  par  deux  ellipsoïdes 
semblables,  puisque  les  deux  portions  d’une  corde  com- 
prise entre  deux  ellipses  semblables  de  même  centre  et 
semblablement  placées  sont  égales  entre  elles.  Donc  : 

Une  couclie  homogène  sphérique  ou  terminée  par  -deux 
ellipsoïdes  semblables  n’eccerce  aucune  attraction  sur  un 
point , çi 'par  suite  sur  un  corps  ou  système  de  points  rtuti 
te  riais,  placé  dans  son  intérieur. 

L attraction  d’une  sphère  composée  de  conciles  homo- 
gènes concentriques  sur  un  point  se  réduit  donc  à celle  des  • 
couches  intérieures  à là' surface  sphérique  passant  par  ce. 
point.  ' * •"  . • 

La  valeuè  de  Y pour  le  cas  d’une  couche  sphérique  et 
d un  point  placé  dans  son  intérieur  étant  constante,  peut 
facilement  s obtenir;  il  suffit  pour  cela- de  supposer  le 
point  m placé  au  centre,  et  alors  on  a 

JP4*  r*'  . 

da>  I rdr  = an mp  (a'1 — a’), 
oi  »,  «/a  ‘ • 

t.  • *•«,  . ^ .'•* 

a,  a étant  les  rayons  des  sphères  qui  limitent  la  couche. 

01 . Application  à.  la  pesanteur.  — Le  poids  d’un  corps 
à la  surface  de  la  terre  n’est  autre  chose,  que  la  résultante 
des  actions  attractives  qu  elle  exérce  sur  les  différents  points  . 
de  ce  corps,  combinéç  avec  la  force  centrifuge  due  à sa  ro- 
tation sur  elle-même.  Si  dans  une  première  apprqximation 
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ige  cette  force  dont  il  sera  toujours  facile  de  tenir 
ainsi  que  l’aplatissement  aux  pôles,  on  peut  tirer 
rèmes  précédents  • l’expression  de  l’accélération  » 


santeur  terrestre  ; or»  a,  en  effet,  eu  supposant  que 
sente  le  rqyon  de  la  terre  et .p  sa  densité  moyenne, 


M'  = - > TT  p , 

% <3 


- er 


M'  4 

~7ï  = 3 ’rp®  * 


et 


>s-  le  numéro  précédent,  cette  formule  est  égale- 
> J /cable  à un  point  compris  dans  l’intérieur  de  la 
tuée,  à une  distance  ex'  de  son  cemre  de  gravité^ 
it  ainsi  que  dans  l’intérieur  de  la  Terre  la  pesan- 
comtne  la  distancé  an  centre.  Mais  il  ne  faut  pas 
vue  que  cette  conclusion  est  subordonnée  à l’hy- 
’une  densité  uniforme  pour  ]a Terre,  ce  qui  n’a 
n réalité,  éomme  nous  le  reconnaîtrons  plus  loin. 

Soleil,  les  planètes  et  lés  satellites  pouvait  être 
à peu  près  comme  formés  de  couches  sphériques 
s concentriques,  attirent  les  corps  extérieurs  sen- 
tie la  même  manière  que  si  leurs  masses  se  trou- 
ceatréci  en  leuneeo.res,  Ç.W  «.Borne  est 
,-arn  de  grandenr  que  la  dtireret.ee  entre  U sur- 
considéré  et  celle  de  la  sphère,  ponrt.it  point 
tT  de  «telle  surface,  et  pour  un  poiotplus  ehStgnc 
" ordre  que  le  produ.t  de  1.  différence  et- 

lo  oâ  rré  du  rapport  dn  rayon  du  corps  tu,™,, 
Ie  ta  -1  . „ „ n0jnt  attiré;  car  on  a vu  au 

ce  de  son.cen  ®,  corps  attiré  rend  l’erreur 

r l’éloignement  d un  cjrp 


ce 


oignemep  _récédente  du  même  ordre  que 
>•*  S“^r,0^,P  corps  célestes  s’attirent  donc 

ort*  . .eiar  masse  était  concentrée  en 
îmcr,t  c oui  lue  si  arce  qu’ils  sont  fort  éloignes 
rx-seulerneixt  ^j.mensiom,  mais  encore  parce 
C à e celle  de  la  sphère, 

uré 


«litière  peu 
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63.  Recherche  des  loù  de  /’ attraction  pour  lesquels ^ 


les  sphères  s'attirent  connue  si  leurs  niasses  étaient  < 
centrées  en  leur  centre.  — L.a  propriété  des  sphères,  com  ^ 
posées  de  couclies  sphériques  homogènes,  d attirer  connue 
si  leur  masse  était  concentrée  en  leur  centre  de  gravité  es  % 
très-remarquable,  et  il  n’est  pas  sans  intérêt  de  rechercher 
si  elle  n’existe  pas  pour  d'autre  lois  de  l’attraction. 

Celte  propriété  ayant  lieu  par  hypothèse  po£r  une  sphère 
et  celle  que  l’on  obtiendrait  eu  lui  enlevant  une  couche 
‘sphprique  superficielle  infiniment  mince,  subsiste  néces- 
sairement pour  cette  couche.  II  suffit  donc  de  déterminer 
les  lois  de  l’attraction  pour  lesquelles  une  couche  sphérique 
infiniment  mince  attire  un  point  extérieur  comme  «i  toute 
sa  masse  était  concentrée  en  son  centre. 

Soient  ç (r)  la  loi  inconnue  de  l’attraction  et  * 


F(r)  j f(r)&i 


le  potentiel  V relatif  à celte  loi  s’obtiendra  en  remplaçant, 

dans  la  formule  (a)  du  n°  58, 


\J<P — 2 aa'p-ha’* 
par  y(r)-  Or  il  faut,  d’après  l’hypothèse  admise,  que  V 


en- 


soit  égal  à M augmenté  d’une  constante  indépi 

dante  de  a et  que  nous  représenterons  par  M'mU,  U pou- 

. vant  renfermer  a.'.  On  a ainsi,  en  faisant  quelques  simpli- 
, ficationsy 


I 


F ( r)rtp  = 2F  [a)  H-  2U, 

' / * • , . s 

• , d • • • s t«  » 

et  comme  de  la  relation 


A 


On  tire 


•2(1(1 


, rdr 

dp  = -i 

an 


* ; 


•T*  v . - 


fi. 


V 


V 


I 


s . 


ky' 

en 


re*npl 


ni? 


m&ca 


X 


aÇaut  la 


*r 


Qtn 


Cé 


'»bi. 


'•e, 


s»ï. 

par  i 


i37 


ar»t 


*'  P t 


(«] 


H-  2 «a' U, 


rét  ***liG  , 


®e U 


* (' 


- 7?*  foi» 


«O 


" *~r< 

*~c« 


* ° *» 


. °e«ie 


• " ■.%  *..•.•  *■, 

<*0,  F (a)  -h  ’iaa'V. 

. • 

Vfl dation  par  rapport  à n. 


• Q' 


■ - • 


(a)a-i-  *F'(«)]' 


‘ae 


[F' 

^'[f' (a)  a +2?(°)]> 

'fe  - 


çtrb^  ^ 

Ue 

^ é<ïltaiion  'eSl  uniquement 


qui  n o,  peut  avoir  lïeu 


a une 


5 


constante  A.  Il 


,o;  ’ *eIle  est  la  loi  cherchée, 
i*,  Ue  lanatnrc.  et  l’on  voit 


te  a 


de 


^hiK^  hh  ** *‘<ï  f | . * < s la  propriété  d'attirer 
c l^li  * Z***  en,P 


'*  *i;,  i ’ en  leu»'  centre. 

S*  Sen>l>lalj»le  « la  précé- 

* seul*»  |»o *i i-  laquelle 
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corps  placé  dans  l'intérieur  d’une  couche  fPh^ 
"homogène  est  également  attiré  de  toute  part;  mats  nou  ^^ 
nous  arrêterons  pas  à ce  calcul,  qui  ne  présente  aucu^, 
difficulté.  . . • ... 

g PU.  AtTKACTIOM  DES  ELLIPSOÏDES  HOMOGENES. 

64.  Les  recherches  analytiques  relatives  à la  forme  des 
corps  célestes  s’appuient  essentiellement  sur  la  considéra- 

• tion  de,S  ellipsoïdes,  et  nous  allons  en  conséquence  chercher 
à déterminer  l’attraciion  exercée  par  un  ellipsoïde  homo- 

• gène  sur  un  point  extérieur-,  c’est  d’ailleurs  le  seul  cas  que 

nous  ayons  à examiner,  puisque,  d’après  le  n°  •60,-1’attrac-.  • 

tiôn  d’un  pareil  corps  sur  un  point -de  sa  masse  sè  ramène 

à celle  de  l’ellipsoïde  semblable  passant  par  eo  point. 

Ce  problème,  l’un  des  plus  difficiles  de  l’analyse,  a,  oc- 
cupé les  plus  grands  géomètres  ; Newton,  Maclaurin,  La- 
grange, Legendre  en  donnèrent  des  solutions,  mais  dans 
: des  cas  particuliers.  Laplace,  le  premier,  le  résolqt  dans 

toute  sa  généralité  en  employant  une  analyse  très-coitipli- 
quée  ; plus  tard,  Ivory  et  Gauss  en  doUnèrenf  chacun  une 
solution  plus  simple.  Enfin,  M.  Chasles,  en  t838  et  1840, 

/ arriva  au  même  résultat  par  une  méthode  géométrique  ex- 
trêmement remarquable  sous  le  rapport  de  la  simplicité, 

■ et  nous  nous  bornerons  à la  reproduire,  en  établissant  ail-* 

* paravant  les  quelques  lemmes  sur  lesquels  .elle  repose. 

. 65.  • Digression  sur  quelques  .propriétés  des  ellipsoïdes 

• homofocaux.  — On  appelle  points  correspondants  sur  les 
surfaces  de  deux  ellipsoïdes,  ceux  dont  les  coordonnées" sont 
proportionnelles,  aux  axes  qui  leur  soût  parallèles. 

Les  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes  hoUiofo* 
eaux  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

* 10  -k*  différence  des  carres  dés  distances  du  centre  à 
deux  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes  homofo- 

• eaux  est  constante.  . ’ : 


Digitized  by  Google 


' ■"  • 


, . ' P7.  -+->•'*,  >>:s^i. 

. -*  t*e«  *j«  - 
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'-  PaV.t  c°Oi 


es. 

JT^  ^ VariabIes  étant  sup- 

**  T'  _•  _>.  s«,  v de  deiw  points  çdires- 


r ^ ^ >' 
■-  /3-  ^ 


<*T 


->:* 

■>-=* 

etaVi  — . ^ t 

'^s«e,llr'- 

5 Jf®  ^ 


* f** 

■* 1 


*'»;  ,. . . 

Hs*  *J 

- >»  (V 


•^")  = «’  — a”, 


*|v  * V ' / >..  e>j _ ( » • ' 

* tt  • < vr»  0>.  * ■*  ni.*> -rx  fines  uns  res- 


*V.  V . ^ <)uçZàor*ques  pris  res- 

i v-  S /><?/*  /ê?  cosinus  de  leur 

:^»>  -5T.  x ***■  ' **s  >*■  .+.  


eU*  ~ **  •*“,  \ _VlV 

ï‘dï*iisPOu^-^^  _,*>■ 


*nenés  etede  points  cor - 


, 'W^VSiï**  . «Küssant  aux  poiirts 

V‘5^.  J‘\  „ 'Psoi'des,  et  accentuons 

_ ^urs  équivalentes,  re- 
'-  5 *>*»  « 


5;  05 

. vV 


* «hf  •**•  Çx  --f-  J2 L' ^ V ,"  ‘ 

>-..*■• p . r 

(jftVV,). 


L®>*  » ^QA. 

'«O.  **«. 
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°c«,  ^(éwæra/  respeclive- 
est  ,^Jr«/e  à ce//e  de 
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En  effet,  d’après  le  premier  théorème,  on  a , 

rj R'»=R'I’ — RJ  d’où  B-*  ^ ‘ ** 

et,  par  suite,  en  vertu  du  second,  _»  { • 

R»  + K]  — aRR.cos  (iGc)  ==  R'1-!-  R',’-  *R'R’i  cos  (r » 

% ' » • : * , #»  | . • / 

Remarque . - — Concevons  une  couche  infiniment  taince 

terminée  par  deux  ellipsoïdes  semblables,  et  une  seconde 
couche  ellipsojidqle  dont  les  surfaces  soient  respectivement 
homofocalès  de  èelles  de  la  première  ; on  reconnaîtra  sans 
peine  que  ces  dernières  surfaces  sont  semblables  entre  elles, 
et  que  le  rapport  de  similitude  est  le  même  pour  les  deux 
couches.  Si  l’on  considère  dans  la  première  couche  une  .sur- 
face  ellipsoïdale  intermédiaire',  semblable  à vielles  • qui  la 
terminent,  il'  existera  dans  l’intérieur  de  la  seconde  une 
surface  homofocale  avec1  elle,  et -semblable  à celles  qui 
limitent 'cette  seconde  couche.  On-conçoit  dès 'lors  ce  que. 
l’on  doit  entendre  en  disant  que  tout  point  pris,  dans  l’une 
des  couches  a son  correspondant  dans  l’autre." 

4°  Les  portioïls  de  volume'  de  deux  couches  homofo- 
c al es  infiniment  minces  à surfaces  respectivement  sem-' 
blables,  limitées  par  des  contours  donf  les  points  sont 
correspondants , sont  entre.elles  ùonimè  les  volumes  de  ces 
couches.  • 

Car  en  décomposant  les  pôrtioiïsde  volume  en  parallé* 
lipipèdes  élémentaires,  dont  les  sommets  soient  des  points 
correspondants,  le  rapport  de  deux  parallélépipèdes  élé- 
mentaires est  exprimé  par  ’ 

. . «v  • ’ ' 

. <tc.dyds  .“P?  . • 

„ ■ . , .di'dydz'  ~ o rpy*  ' • • 

06.  Le  problème,  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homo- 
gene  sur  un  poirtt  extérieur  se  ramène  ail  cas  où  le  point 
est  situé  sur  fa  surface  extérieure  d'une'  couche  infini- 
ment mince,  terminée  par  deux  ellipsoïdes- semblables. 

•\  ••  . 
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#I1  jet*-®  supposer  lôllipsoïde  décomposé  en 
gninièjit.  ix»inces»  terminée^  par  des  surfaces  sem- 
e]|e  qui  - *.\e  corps,  il  suffit  de  chercher  à 

Imd'attr action,  de  1 vroe  ,de  ces  couches  sur  le 

, . • t * - 

nsqoe-*1’0”  ft®86  passer  par  le  point  attiré  m un 
citant  extérieurement  une  couche  hornofocaie 
posée,'  et  de  même  densité  p.  Soient  m' le  points 
|nt  de  wi.jùr  -la.  coudre  proposée;  du,  dy'  deux 
ie  folumê  correspondan  ts  pris  respectivement 
ollche  et  d^ns  son  Ho mofocale  ; r la  distance  de 
]eà  celle  de  rrtr  à;  rlv'  (65);  on  a 


. tlv'  _■  <*-  p y. 

ftv  ■ a'^yh 


rel  atif  air  poin  t m et  à la  couche  propo- 
aDt  de- côlé  le  facteur  cpnstantMp,  . ' t _ 


otenjiel  relatif  ,ati , pç>int  m'  ét^à  la  couche  pas- 
point'  m\  Or,  -si'  le  point  m!  se  déplace  sur  la 
osée,'  m se  déplace  sut'  I-  Hotnofocale  considérée ^ 
s constant  puisque  rn'  est  en  équilibré  sous  l’ac-*- 
tlche  passant  par  le  point  rn  (.60).  Donc,  lorsque 
. sue  la  couche  ho.nfio focale  à la  proposée  pas- 
point,  V reste  constant,  oü,  enfin,  rattntetion 
■ proposée  est  normale  * son  Ttômofocqle pap- 
>omt  attire.  *. 

couche  ihtermédiaire  entre  -Celles  que  nous, 

>nsidérer,  dont  a",  j3",  y"  représenteraient  les 

?”  le  potentiel  correspondant  au- p0jnt  m,oq  . 


i 4^ 

^>ui  suite. 
Soient 
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v v'  y 

pv-.TIv' 

• ’ • (v  > , >’ 

X_<*V  ' v»l .dV" 


r . r-  • 


les  composantes  parallèles  à Taxe  ôx  de  l’atirartion  do  U 
couche  proposée  et  de.  la  couche  intermédiaire  sur  le 
point  m,  x,  y,  z étant  les  coordonnées  de.  ce  point  : ou 
tire.de  1 équation  .précédente  - 


, t 'JL  . • ' * > ! 

X"~  a"  è"  y"  ’ , ... 

* . '•  . ? * 

et  comme  cette  proportion  doit  avoir- lieü  quelle  que  sort 
la  pOTition  de  la  couche  intermédiaire,  et  par  suite 
qti  elle  se  confond  avec  ce^equi  passe  par  lepoinim  ,'il  vient 
en  désignant  par  X' l’attraction  exercée  par  cette  denuèro’  - 

estimée  suivant  Oxv  . . . : ••  > • 

. ’ . . * v . 

’ , • • * * X . afly  ’ 

. *.  X'-VPY' 

Lc  ““  revient  **  ‘ calculer  X-,  ï>,  Z',  eu  iiur.ciieu  t ■ 
enercée  par  une  couche  ellipstfidalc  infiniment  minceà 
surfaces  semblable,  »ur  „„  peint  de  „ )urface 

mais  auparavant  uou,  feroh,  remarquer  que  les  diffère,,, es 
propriétés  que  nous  «non»  d’éuum^e  indépeiulaum,  . 

de  la  fouet, ou  delà  disunce  qui  cmre  dam.  l'euprmiou  de 
1 attraction.  , t ^ r 

■.*  • , ' ' • * ^ • •*•**  ,%  i g 

■ ’•  • 

traction  cl  une  couche  homogène,  infiniment 

"'"TT  Un  P0inl  de  L -Application  à une 

i"  IC/fttr  ' jV/*/lee  , Par  ■ deux  ellipsoïdes  semblables.  — 

• , fiction  d une  couche  infiniment  mime  sur.  un 

/ .sa  surface  extérieure.  — Soient  ( fig : 5)  m un  1 
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iJUf|ace  extérieure  d’uxxe  pareille  couche  sur  le- 
,ercesor»  attraction  5 rrm  J a normale  abaissée  de 
rla surface  intérieure  5 <3  = mn  l’épaisseur  de  la 

,poser»*‘s  que  Ja  *JSure  résulte  d’une  section  faiîe 
lthepr  un  plan  quelconque  passant  par  mn; 
jl  les  génératrices  comprises  dans  ce  plan, 
aouiinCt  m,  circonscrit  à la  surface  intérieure, 
^rencontrant  la  surface  extérieure  en  a\  b' 
ejjj  ^t  b la  surface  intérieure. 

;on  cliercliée  sera  la  -résultante  des  attractions 

nnents  a'a'bb',  ambu,  (ntficC* , mtV). 


ans 


s en  premier  lieu  le  segment  aW>n,  et  c‘011- 


^ntérieur  du  cône  a' mb’’  un  çône  de  même 
uDe  ouverture  infiniment  petite  mesurée' par 
pbérique  cL o>.  Nous  pouvons  supposer  que  ;le 
igure  passe  par  l’axe  do  qe  c&ne  élémentaire; 
t»Vi  1 celles  de  ses  génératrices  qui  sont  com- 
e plan  ; p , q et  /?*,  <J  \ leurs  points  de  rencontre 
ce  intérieure  ; q\  *ft  leurs  pointsd  intersection 
ce  extérieure;  pj  la  perpendiculaire  abaissée 
iirectiou  de  nui.  Eu  suivant  la  même  marche 
én  trouvera  que  l’attraétion  de  1 élément  mptp 
p d<*>  - rrip  dont  la  composant e suivant  mn  est  . * 1 
>a  longueur  mn  ==  g étant  un  infiniment  petit  »' 
ordre  par  rapport  à ma,  mb , valeurs  limites 
udra  et  il  suffira  de  consçrvu  les  secondes 
3 ma,  mb,  mp,  pf,  qui  sont  de  1 ordre  e.  Il  • 

»c  permis  de  remplacer  1 arc  an  par  celui  de 
;ulateur  enn;  soient  c le  centre  de  ce  cercle, 

rtc  son  rayon,  d l’angle  prne,  a ^ ano /;t'n 

■gligerons  les  puissances  s^ïl1^,1'e%U^es  ''  *'*  se" 

«ut  prendre  (58)  d'.o  — - si11  ‘ 9i  7 étant 
par  le  plan  de  la  figure  avec  un  plan  fixe  pas. 
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Posons 

(«) 


; TRAITÉ  ÉLÉMENTArHJB 


IfW-  •• 

, I. 


mj.tînS'd&=£ 'd.fj 

F étaut  une  fonction  de  5 qu’il  $’agil  de  déterminer,  et 

pelons  ô'  la  valeur  limite  amn  de»dt  laquelle  est  foutl^^, 
de  q -,  l’attraction  du  segment  ambn  sur  m,  estimée  ^uivai*  t 


mny  sera 

(P) 


*p.  f^[p{s-)-¥{8)]dqi  \ . • ’•  • 


or,  on  a d après  fa  figure  . • « 


mJ  = R+t-  Rcosa  -+-  —, 

• ..V  ‘ , 2 

R sina 


d’où 


wy  ==t  ooso'  = . costî  — Ra  cofJ, 

• VF  ==  Rbeor&efô,  • * . 

• • • l • , * * 

R’a1  — 2R«.Rcot’j+ aRr=p.  ’î  ***> 

! 3 raCine  de  dernière  équatipn  qui  s’annule  Avec  S 

elant  -,  » * * • • » 

• *•  •*•  • *. 

• - V ’ • * 

B /»  — - ^ — ‘ vR’r—  attfftang’r  ■ •'  - • ' 

‘ *• , ' 

d vient,  en  portant  cette  valeur  ^ans  Fèxpressiqn  dé^F, 


ou,  en  posant  * s cosd, 


( * ) O • * * * • ■ " ,»■ 

couche  ellins^"iealta°18nq,'.elqUesTraité8  de  Mécanique,  en  considérant  um 
inexacte,  car  elle  co’n  • *!  demon8lration  fl»»  Parait  très-simple,  mais  qui  est 
la  première  de  ccs  1™*S  ° “ 8uPPoser  »/  = »»».  tandis  que  pour  le  point  a 
gueura  est  double  de  l'autre,  et  l’on  trouve  ainsi 


dF=  « sin  id&i 

or,  pour  que  celle  f 

ormule  puisse  coïncider  avec  celle  du  texte,  il  faudrait 


•»*  •* 


*.  / 

r*  - 
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,ïrapre«are  l’intégrale  entre  les  limites  z = 
derIîiere  valeur  <jui  annule  le  radical  rc- 

.Z  de  1 7 A n nrl  a — 1 )•  < . 


î, celle 


t |e  cosï 

,e»t  r ) 


,ult  iduicai  re- 

inus  de  l’angle  L’intégral,  de  cette 


(‘^  s)  y/"-  y 


1 1 (' 

+ âlog 


(I  — ^ 7==7îl  + 

V'~ 


const. 


s en  continuant  l’approximation  adoptée,  que 
F ( <î'  ) — K (J)  = <? 

action  (£3)  du  segment  mabn  sur  m,  estimée sui- 
pour  expression 


2 7T  m p (T. 


estât  infiniment  petit,  de  manière  que,  en  développant  le  ra- 
îrrèter  au  second  terme  du  développement;  mais  il  n>en  es( 
îus  environs  du  point  a cette  quantité  est  très-voisine  de 


JTet 


1 1 I ~ f-  g 

— loff 

2 u I — a 


s*  rfs  /*  ds 

-r?  = -*+j737-- 

f-  = u*,  il  vient,  en  négligeant  toujours  Je  carré  de  t, 
t K 

/ * ae  'ds  /*  u'  du 

Æ3b-“. 

’1  v'—V— 

l'intégrale  donnée  dans  le  texte,  ex>  remplaçant  « par  sa 
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1\  est  facile  de  voir  que  le  même  segment  ne  donne  au 
cunc  composante  de  l’attraction,  perpendiculaire  à mn  ; il 
suffit  pour  cela  de  remarquer  qu’il  peut  être  considère,  à un 
infiniment  petit  du  second  ordre  près,  comme  un  cône  du 
second  degré  tangent  suivant  l’indicatrice  à la  surface  inté- 
rieure et  dont  par  conséquent  mn  est  un  axe  de  symétrie. 

Considérons  maintenant  le  segment  ( msa' , mtb1),  et  soit 
.r/le  plan  langent  en  n à la  surface  intérieure;  les  normales 
aux  différents  points  de  la  calotte  smt  de  la  surface  exté- 
rieure feront  avec  mn  des  angles  infiniment  petits  dont  le 
carré  sera  de  l’ordre  mn  -,  si  donc  mn'  est  la  normale  en  tn 
à cette  surface,  limitée  en  n'  à la  surface  intérieure,  l’angle 
nmn ' sera  du  même  ordre  que  l’angle  a.  introduit  dans  la 
question  précédente.  Cela  posé,  supposons  que  le  plan  de 
la  Jîg-  6 soit  1 un  quelconque  de  ceux  qui  passent  par  mnf, 
et  soient  c',  11'  = c'm  le  centre  et  le  rayon  de  courbure  de 
l’arc  a'm\  p un  point  quelconque  de  cet  arc;  a',  ô'  les  an- 
gles fie' m,  fxmc'î  q'  l’angle  compris  sous  le  plan  de  la 
figure  et  un  plan  fixe  passant  par  mn' \ on  a 

,,  a! 

0 — qo® , 

J 2 

et  nous  devrons  négliger  les  puissances  de  a'  supérieures  à 
la  seconde.  L attraction  sur  tn  du  cône  élémentaire  ayant 
ce  point  pour  sommet  et  aboutissant  au  poiut  p est,  abs- 
traction faite  du  facteur  mp, 

/«P  sïnS'dS'dq'  = — — ,1*' dq'. 


et  sa  composante  suivant  me1 


R'  , 

~ ~ “ COS  S'da.’dq' 


R' 


J •le.'dq'. 


dont  1 intégrale  par  rapport  à a'  est  du  troisième  ordre  et 
négligeable.  Ainsi  donc  le  segment  considéré  ne  doune  pas 
de  composante  suivant  mn'. 


Digitized  by  Googl 


DE  MÉCAmQI)E  CÉLESTE. 

ronf******-*3  dC  l altraction  du  cône  élémenta 
js^vïn*-  tanSente  cd  m.  à l'arc  ma 'est 

îî-  a'  sin  3'  ci  a'  cia  ' 5. 

2"-  2 

irr00glet  mpa 


*47 

ire  ci- 


’ (la!  dq. 


comme  sa  direction  est  infiniment  peu  différente  de 
Vune perpendiculaire  à rrtn,  cette  attraction  ne  donne 
lt  cette  droite  qu’une  composante  négligeable. 
tSi  donc  l’attraction  du  segment  na'mt'n  sur  m,  esti. 
vivant  mn  , se  réduit  à celle  du  segmentnmén,  eta  (o) 

■vpressi  on. 

narque.  Désignons  par  l’angle  AW';  ]a  com- 

le  Je  l’attraction  suivant  la  tangente  en  m,  due  aux 

,D<»lets  msct\  intb’ , est 

R'  — = R (OC  */• 

roite  était  rigoureusement  normale  aux  deux  sur- 

oU  8i  les  points  n et  n'  se  confondaient,  on  aurait 
et  cette  composante  serait  nulle.  Elle  sera  égale- 
nulle  ou  négligeable,  lorsque  1 angle  nmn'  sera  du 
ordre  que  e,  et  alors  la  composante  de  l’attraction  de 
entière,  normale  à mn?  ne  pourra  provenir  que  du 
rtl  aci'bh 

Application  à une  couche  terminée  par  deux  ellip- 
semblables.  — Revenons  maintenant  à la  couche 
ïdale  à laquelle  la  remarque  ci-dessus  est  applicable. 

> éT-  5) 

mp  = 7 

SV»*  *e  somme  des  attractions  des  éléments  ptmpt 
serra  double  de  celle  du  premier  d'entre  eux  ; il  sujt 
• t d«s  ce  qui  précède  que  rnn  est  la  direction  de  l’a t- 
n totale  de  la  couche,  ce  qui  ÉîSt  COIdoime  à ce  que 


JO. 


est  repré- 

3°  Attraction  d'une  couche  homogène  infiniment  mince 
sur  un  point  de  sa  surface  intérieure.  — Supposons  que  1 ou 
veuille  calculer  l'attraction  d’une  couche  homogène  infi- 
niment mince  et  quelconque  sur  un  point  n1  de  sa  surface 
intérieure  (fig.  6)  soit  s1 1'  le  plan  tangent  en  ce  point  de 
la  surface,  et  désignons  par  s" t"  le  plan  perpendiculaire  au 
même  point  à la  normale  n'm  abaissée  de  n/sur  la  surface 
extérieure.  L’angle  compris  sous  ces  deux  plans  étant  infini- 
ment petit,  on  pourra,  dans  le  calcul  de  l’attraction,  rempla- 
cer le  segment  s' ml'  par  le  segment  s" mt".  Or,  pour  obtenir 
l'attraction  due  à ce  dernier,  estimée  suivant  mn',  il  suffit 
de  changer  dans  la  formule  (y)  Il  en  — 11,  puisque  la  cour- 
bure a changé  de  sens  par  rapport  au  point  attiré,  et  d’inlé- 

->rer  F do  entre  les  limites  5 = o,  ô = on  obtient  e pour 
o 1 

résultat,  par  suite  l'attraction  du  segment  est  toujours  re- 
présentée par  l’expression  (ô),  et  il  est  facile  de  voir  qu’elle 
est  la  même,  aux  termes  du  second  ordre  près,  que  celle  qui 
est  due  au  segment  (a1  s' mnu,  b's1  mnb)-,e  nfin,  l’attraction 
du  segment  ab  a'  b'  a la  même  valeur  pour  les  points  met» 
supposés  de  même  masse  ni.  Les  attractions  sur  ces  deux 
points  estimées  suivant  mn',  dues  à ( a's'm'na , b's'mnb ) étant 
égales  à •i.nmç.e  et  de  sens  contraire,  on  voit  que  la  diffé- 
rence des  attractions  de  la  couche  totale  sur  deux  points 
correspondants  de  même  masse  de  la  surface  extérieure 
et  de  la  surface  intérieure  de  la  couche , estimées  suivant 
la  ligne  qui  joint  ces  points,  est  représentée  par  4* mpe. 

On  voit  de  plus  que  si  la  couche  jouit  de  cette  propriété  de 
n’exercer  aucune  attraction  sur  tout  point  de  son  intérieur, 
l’attraction  normale  à sa  surface  extérieure  sur  le  point 
correspondant  de  celle  surface  sera  représentée  par  4 ei 


traité  élémentaire 

nous  avons  vu  au  n°  (iü,  cl  que  cette  attraction 
sentée  par  le  double  de  l’expression  (d)  ou  par 


I 
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est  une  généralisation  du  théorème  précédent,  reb- 
ouche ellipsoldale,  eu  égard  à U propriété  démon- 

n°60. 

Calcul  tie  Fat  traction,  d’un  ellipsoïde  homogène 

point  extérieur.  Supposons  que  la  couche  dont 

oUs  sommes  occupé  au  numéro  précédent  repré- 
homofocalc  passant  parle  point  attiré  m de  l’une 

t|iesà  surfaces  semblables,  dans  lesquelles  on  peut 
,r  l'ellipsoïde  décomposé.  Soient  OQ  = P'  5 j 
■ndiculaire  abaissée  du  centre  O de  l’ellipsoïde  sur  le. 
,<rent  en  m;  i le  point  d’intersection  du  rayon  Om 
surface  intérieure  de  la  couche  passant  par  m ■ 
/esdemi-axes  de  eette  surface,  dirigés  suivant  Oz, 

oc  lesdemi-axes  correspondants  de  la  couche 

psoïde,  ayant  les  mêmes  foyers  que  la  précédente; 
jerontlcs  épaisseurs  de  ces  deux  couches  suivant  Oz. 
ïgles  semblables  min , C >Q/w  donnent 

OQ  . mi  P'd y' . 

e = Orn  y’  ’ 


illeurs,  x,  y,  z étant  les  coordonnées  de  m, 

r 

P'*  ; T » 

*-  « ..2  T* 


P 


/4 


P'z 


) = ÿT»  cos(P',y)== cosfP',x)=_Lf. 

j0sanies  de  l’attraction  de  la  couche  passant  par  m, 
oint,  estimées  suivant  Ozc,  CJy,  O z,  sont  donc, 
numéro  précédent, 

^77-*  4 y' p’*  y' a'1 


7^ 


rutaltiplie  par  °^!~l  ’ on  alira  ^es  COMpo- 

e/Y,  dX  de  la  couche  homofocaie  de  l’ellip- 


i5o 
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soïàe  sur  le  point  m,  et  il  vient  ainsi,  en  remplaçai) 
dy'  , 1 

plus  le  rapport  par  son  égal  - » 

xP  '‘‘üa.dy 
dz  =—  4*p'w  7/,p/a-  ’ 

, rP'’parf7 

c/Y=_4Wp'«-L|7^r^’ 

. zP'3parfy 

rfx  = — 4*p"«  — ô|y“  • 

Soient  c,  i,  a les  demi-axes  de  la  surface  de  l’ellipsoïde, 
parallèles  à O z,  O y,  Ox,  c étant  le  plus  petit;  posons 

b 1 — c 3 * a}  — c1  , 7 

— — — v,  — — =V%  h =«; 

r3  /-2  «V 


des  relations 


a'1  — a’  = P'’  — P>  = y'3—  y3, 

“ P _ 7 

rt  è c 5. 

X1  Z* 

ë/j  r7«  1 * 


7A 7°. 


a'1  p'>  y' 

on  tire 

P'  = y V,  a'  = y u~’  -t-~3,  p = - — > a = 

v*  x’ 

U)  z’ a’ H Z 1 f — _ = 7», 

équations  qui  permettent  d’exprimer  y,  par  suite  (3,  œ, 
0',  y;  en  fonction  de  u.  Enfin  on  a 


P'>  = 


74 


y*  X* 

z’  m*  -4-  - — jl — — - 


■(«-»-!- À*)*  («-*-+- V*)* 

En  différenliant  l’équation  (i)  par  rapport  à u,  pour 
exprimer  rfy  au  moyen  de  du,  on  obtient 

P'Vy  = y ’U/ll. 

A l’aide  de  ces  différentes  relations,  et  en  introduisant  la 
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1 DI 


-rr pft-bc  do  1 ellipsoïde,  on  trouve  facilement 

2 » 'S 


ssc  W"  3 
il- 

JY  = 


- 3 M m - 

cB 

3Mw.^l 


u7  du 


C?3 

(*  - 

JL  1 ' 

HX’U’)'  (,  -+-V»U»)J 

jr 

u3  du 

a’ 

c*  - 

t- 

JT 

^rn3 

u7  du 

(i  -i-  (i 


c demi-axe  c',  déterminé  par  O z,  de  l’ellipsoïde  horno- 
jj  avec  le  proposé  passant  par  le  point  m,  sera  donné 

l’équadon 

t>  y*  , •ri  ’ 


— t—  b*  — 


— C»  — 


ne  peut  fournir  qu’une  seule  valeur  positive  pour  c*, 
valeurs  négatives  se  rapportant  aux  hyperboloïdes  lio- 
ocaux-  Les  limites  de  u.  étant  o et  -,  on  a,  en  définitive, 

C 

3 M S*c’  H7 du 


Y = — 


3 M my 


X = - 


M n,z  ,,  fU 

c’  Jo  (,  -+-  X*  «*)*(. 

C 

,y  r* 

1 

c 

[ mx  f*  ‘ __ 

e / (i  -+- 

C-'O 


■ X'3u7) 


x re 

,iva»te, 


«a,l  * (t  -t-  X'3u3) 3 
cherche  de  ces  trois  intégrales  se  ramène  à celle  de 


L = 


3 Al/ 


: r — 

VO 


«a  (l“ 


,)  a (1-4-  ; 
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qui  ne  peut,  en  général , s’exprimer  qu’au  moyen  des  fonc- 
tions elliptiques  5 car  on  reconnaît  sans  peine  que 


Z = — L,  Y 


<AL  „ 
“■rfT*  x 


d\'  L 
rfX' 


Lorsque  l’on  aura  X = X',  il  ne  faudra  faire  cette  suppo- 
sition qu’ après  avoir  effectué  les  différentiations  par  rap- 
port à X et  X\ 

Si  le  point  attiré  se  trouve  à la  surface  de  l’ellipsoïde,  on 
a^  = 1 , et  les  limites  des  intégrales  (1)  sont  zéro  et  l’unité. 

Ellipsoïde  de  révolution  aplati.  — On  a b = a ou 
X'==X-,  les  intégrales  s’expriment  alors,  par  l’intégration 
par  parties,  au  moyen  d’arc  tang,  et  l’on  trouve 


(») 


_ M mz 

(\c  \c\ 

3 X3e>  1 

\ arcungy  1, 

3 M my 

/ Xc  \ed 

2 X3  c3 

^ arc  tang  ^ ^J+Xv 

3 M mx 

/ X c \cd 

2 X3  c3 

formules  dans  lesquelles  on  devra  supposer  d = c quand 
le  point  se  trouvera  à la  surface  même  de  l’ellipsoïde. 

Ellipsoïde  de  révolution  allongé.  — On  a c — b,  d’où 
X = o;  1 intégration  par  parties  conduit  aux  valeurs  sui- 
vantes, dans  lesquelles  Je  signe  log  se  rapporte  aux  loga- 
rithmes népériens  : 


Z = 
Y = - 


(3) 


3 M mz 
' 2 V2c> 

3 M my 
2 X'3c5 


X'2c 

d2 

vv 


3 M mx 
al T^c2 


y c 


v/' 


X'V» 

,Jl 
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ittraclior**  sur  point  de  sa  surface,  d'un  ellip - 
nfwfc  *iorz  asSGX  P on  aplati  pour  que  l'on  puisse 
■ la e rrle  puissance  de  son  aplatissement  

ns que  l’on  fasse  passer  le  plan  rOz  par  le  point 
,u  que  oc  = «i  les  deux  premières  formules  (a) 
eny  faisant  a = a'  et  en  négligeant  la  quatrième 

e de 


Z 

Y 


ésultan te  G a pour  valeur 

INT  rn  . f 31,[s,4-2,.i|-i 

-JT  >/*-+-*'  [_*  ~5  *—-!]• 

lion  (le  la  courbe  méridienne  est 
(i  -+-  P)  z2  -t-.r2  = c*  (1  -f-X»), 

en  appelant  l la  latitude  du  point  attiré  ou  l’angle 
la  normale  à la  surface  en  ce  point  fait  avec  Oy, 


sin  l = 


>/z2  -+-—y*  ’ 
^^ligeant  les  termes  en 


3 TVÏ  m 


= c 


L m 

— V*J  + >r2  | 1 

(1  -4-  V)  —Vz'=  €*(1 
z2  -t-ri  = c.(,  ("/ 


>.*  (2 


- sin*  /;J  ; 


X2)  — X3sin5/(*J-(- 
- X2sin2/j,  • 


sset»»ent  de  la  pesanteur  à la  surface  de  1 ellipsoïde, 


H*  lJ$ 


f traité  élémebtaire 

n.«  J.  !•*,«««  - p«».  •»'  p-p»»*0"»01  au  carrd 

î nus  de  la  lalilude.  • 

« résultat  peut  s’appliquer  à la  Terre,  considérée 
«aie  une  masse  fluide  homogène,  pour  trouver  la  lo,  de  la 

r»  tîon  de  la  gravité, résultant  del’aplatissenient  aux  pôles. 

ï^CX  Remarque  relative  à Val  traction  des  ellipsoïdes 
-r^^ogènes.  — Considérons  un  ellipsoïde  compose  de 
■ ches  semblables  homogènes,  mais  dont  la  densité  varie 
l’une  à l’autre  suivant  une  loi  déterminée  que  l’on 
~zm.  k- «'a  représenter  par 

a,  d'après  ce  qui  précède, 

jd_ 


=}(*’■• 


St-5  -4-  A5 


■+ 


a-5-t-V5/  1 


era  donc  possible  d’exprimer  p en  fonction  de  u,  et  il  suf- 
, pour  obtenir  les  composantes  de  l’attraction,  de  faire 

«car  cette  valeur  de  p sous  le  signe  J' dans  les  formules  (1). 

’V  1.  Attraction  d'un  cylindre  ellipsoïdal  homogène 
eJ/ini  sur  un  point  extérieur.  ■ — Pour  obtenir  les  com- 
«■-anles  de  celte  attraction,  il  suffit  de  remplacer,  dans  les 
“ «iules  (x),  M par  sa  valeur  ^7 za3  p (i  -g-  }.*)  5 (i  y*) 

J ■ s de  supposer  infini  X' ou  a;  on  trouve  alors  X = o , ce  que 
■ m devait  prévoir,  et 


z = - 4 


inmpz  (t  -g-  V)’1  ( udu 

. (»  -4- Va5)* 


» /’  c 

Y = — 4 55  m P y ( • H-  a*  ) 5 / 

•J O 

«mailles  qui  s'intégrent  facilement. 


udu 


(i  H-V«5)* 
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posons  nv  . 

''e  le  point  attiré  se  trouve  à la  surface  du 


t 1: 


re,  ou  gu  £ 

c' 


i 5 on  trouve 


«T  = 

on 


4 tc  m p z 
4 TC  rn  pjr 


— -y  OU  XJ-)-I=7l, 


4 tc  m p z 


(>z  = 

< 

| Y = 4vr/wp^^_  f , 

auxquelles  Laplace  est  arrivé  directement  dans 
perches  sur  la  figure  des  anneaux  de  Saturne. 

g jy  Attraction  des  sphéroïdes. 

Équation  aux  partielles  à laquelle 

ait  le  potentiel.  — fonction  V de  x,  y%  z jouit 

propriété  remarquable,  expr.mee  par  une  équation 
r . . » i _ «-ni  il  est  tort  utile  de  connaître 

ifiérentielles  partielles,  «i  , . 

, _ ,,  . ,i(.c  sphéroïdes. 

l’étude  de  1 attraction  d - i 

i ,.,i„ns  du  n°  55,  on  a 
iservantles  notatio 


eons 


= + (•  - *>'' 
(I- 


T>  — . 


d- 


X 


z — z 


,lr 


dz 


lijl 

SilS 


m 
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1 

d‘- 

r 

~dF~ 

— y'  ri  rJ 

t 

d2  - 
r 

W' 

(r  — y y 1 

= 3^-7/ r»’ 

d * - 
r 

HF 

— ôr*  r3 

d*- 

r 

cl'-  <l7- 

r r 

1 »—  = 0. 

f/jc* 

dy'  dz2 

_ m’ 

V = mS  » 

r 

V se  compose  d’une  somme 
l'équation  linéaire  ci-dessus 
; il  vient  donc 

d2V 

d2V  d2\ 

1 1 /T 

djc2 

dy2  dz 2 

[ 1 g est  l’équation  cherchée,  qui  sera  applicable  à tout 
ne  faisant  pas  partie  du  corps  attirant,  puisque,  la 
: des  molécules  ne  pouvant  devenir  nulle,  les  difïé- 

llcs  premières  et  secondes  de  — sont  toujours  finies 


'minces, 
si 


li  l’on  considère  la  matière  comme  continue,  c’est- 
«om.ne  remplissant  complètement  toute  portion  de 
» d’un  corps,  quelque  petite  qu’elle  soit,  la  formule  (i) 
t plus  s’appliquer  au  cas  d’un  point  faisant  partie  du 
puisque, pour  les  molécules  contiguës  on  a r = o, 
» ■r==*'’  et  qu’alors  les  différentielles  ei- 
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une  forme  indéterminée. 


att/ré  k cas’  COTlcevons  une  sphère  enveloppant 
^ •>  et  dont  le  rayon  soit  assez  petit  pour  que 

>re  qff  el,e  renferme  puisse  être  regardée  comme 
ne.  Les*-  portion  de  V relative  à la  masse  du  corps 
ire  à "ï-  a sphère  satisfera  à l’équation  (i).  En  dé- 
part » fi-,  y les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère, 
^poi»-*'  les  composantes  de  l’attraction  quelle  exerce 


„p(x^ «)»  | nmp  (y  -p),  nmp(z—y), 

des  dérivées  partielles  prises  respective- 

a^-pport  à z est  4‘Kmp • On  conclut  de  là 

r . ^ La.it  dans  l’hypothèse  actuelle  à l’équation  aux 

1 1 1 1 \ 


^,Wks>  partielles 


</>V 

dx1 


d2V 

‘(r2 


ri*  V , 

__  =-W 


P fis  maintenant  aux  coordonnées  rectangulaires  des 

^ées  polaires,  et  soient  (fis-  3) 
îstance  du  point  attiré  m à l’origine  O,  choisie  dans 
térieur  du  sphéroïde; 

gle  formé  avec  O 2 par  le  rayon  vecteur  a; 

,gle  formé  par  le  plan  mené  par  « et  O s avec  le 
nyOz; 

, ct ' les  grandeurs  analogues  a a,  6,  u pour  un 
ut  mf  du  sphéroïde, 
is  de  plus 

au'  = COS  9'. 
p = cos  0,  P 

nent  sphérique  correspondant  à m'  (38)  sera 

du  = sin  ©,  d®' 

qu’en  appelant  p la  densité  du  corps  au  point  m', 


traité  élémentaire 


ir*Cîui  prendre 

— pa'1  /Im/I')'  = — p a"‘da'dV!  Un'. 

» K-  tout  le  volume  du  corps,  on  devra  intégrer  par  rap- 
m.  A 9 entre  les  limites  oetuou  entre  p = i , fJ-  = 1 » 

rapport  à o entre  les  limites  o et  ■ait. 

► i l’on  remarque  que  le  cosinus  de  l’angle  formé  par  n 
«' est  donné  par  v 

P = cos  6 cos0'-+-  sin  0 sinô'  cos(  a — n'  ), 
e*.  , pour  la  distance  mm', 

= y/a’  — o aa'  [cosO  cos  9'  -+-  sin  S sin  0'  cos  (o er'  )]  ■+•  «'*. 

fl  n,  si  on  laisse  de  côté  le  facteur  tn  de  V,  pour  simpli- 
l' écriture,  ce  qui  revient  à ne  considérer  que  l’accélé- 
ï on  due  à l’attraction,  il  vient 


['dp!  f ..  ■ - 

Ao  J-,  J >/"  - 2 "«'[c 


• ci'7  ci ti* 


[cos 0 cosO'-t-sin0  sin  0'  cos(n- 


o mmc  on  a 

z = acos0,  jr  = osin  0 cos  ci,  ^ = a sin  9 sin  o. 


jp  x»ation  (i)  devient  (*) 


i rf’V 


d7aV 
cia * 


I d’V  UV 

1 -75-  -+-  cos  9 ~ rr-  -1 

1 UO  sin’O  Un- 

< ou 

| ■£[*(>  — f**)  ~1  -H  — î—  ÎÜÏ  rfS«V 

/(1L  rf(*J  « — (*!do«+*“2rf  =° 


On  a 


dx  ~ d>  ' dx 


— fit  dv  Un 

•10  dx  d n dx 


» *»  *’  moir  ics  différentielles  partielles  — d™ 

dx'  dx ’ dx  ’ nc  *aul  faire  varier 
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Piment,  en.  série  de  t attraction  d’un  sphè- 
sur  un  poi  11/1 

• . renient  >Xt'  — S*  nous  supposons  que  le  sphéroïde 

Compris  dans  la  sphère  décrite  du  point  O 

je  eeaM*  îVec  le  rayon  O tn  — a,  ou  si,  dans  le  cas 

s ne  considérons  que  la  portion  de  sa  masse 


aire, 


llûi 


lui 


•se  dans-  ecite  spHère,  a.’  sera  plus  petit  que  a ou 
u plus  ^1-  Dans  cette  Hypothèse  dea>a',  on  pourra 

>pper 


" r 

TT  il 


a'1 

y/  i pê  — f cos  (a  — o'  )]  -t-  — j 


jC  c* 


t les  puissances  ascendantes 
efficient  Y,  de  * sera  une  fonction  entière 


cC=*  divergente  soi  v an 


s>le  de 


nn* 


pp'  -y  fl  t**  v/*  — /’cOS(a-  a,1), 


ai s-1 


S2 

2Y-*. 


=y_L_  r 

•y  o 

° . I 

, tt  1c  coefficient  de —— dans  la  sé- 

epreseute  par  U*  «,+1 


„ #™nrr  ci  résultant  des  équations  (a),  co 
tes  expressions  de  r,  coS  ’ 

. - sin  0 ÎZ-n 

dr  *0^  “ °> 

— = cos  0 , 35 

■ V sin  0 à\ 

det 

fi  V , , . ..  *V  </  V 

v ? et  île  la  meme  maniéré -t-j-i 

a ut  de  nouveau,  «n  a»»**1  </_r* 


TnAlTÉ  ÉLÉMENTAIRE 


, on  aura 


oo 

v=y-u'  • 


+v/«' , 


substituant  dans  la  seconde  équation  (3)  le  tleve 

.emcntde  V,  et  égalant  à zéro  les  coefficients  des  difïé- 

es  puissances  de  -»  on  trouve  que  Uy,  fonction  entièie 

tionnelle  de  fx,  1 — p*coscr,  y/ i — p,*sincj  satisfait  à 
.ation  aux  différentielles  partielles 


n 


dr 


i <p  t.jv 

1 ft’  (l  CT2 


1 ( v -+-  i ) U»,  — o. 


«rouelle  satisfera  également  Yy,  puisque  cette  fonction 
autre  chose  que  ce  que  devient  Uv  quand  le  corps 
'ant  se  réduit  «à  un  point. 

► xas  désignerons  sous  le  nom  de  fonctions  sphériques 
‘■actions  telles  que  Uy,  dont  nous  déterminerons  plus 
Us»  forme  générale  pour  toute  valeur  de  l’indice  v. 

s-  développement  de  r~‘,  suppose  que  — < i - mais  par 

de  l’intégration,  la  série  qui  en  résulte  pour  V ne  cesse 


être  convergente,  lorsque  ^ = i . Pour  établir 


3 me 

UJ 


ne,  il  nous  suffit  de  prouver  directement  que  V 
jours  développable  suivant  les  puissances  ascen- 


lors 


même  que  pour  certains  points  du  splié- 


on  a — = i . 
a 


<7  l’angle  formé  par  le  nUr»  ri  t 

. ^ , ptan  mfJm'  avec  un  plan 

tssani  par  Om  : 1 dément  i . - 1 

r , en  ment  sphérique  correspondant 


i 
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mécahiqvb  céleste.  . . *v  - ' 

» et  9 e,ânt  -V  Ü/’di !,  V peut  se  meure  sous  la  forme 

v '•  /*;/■  ’ ’r  v/i» ■ w 

? ( a da'  ! <tq  T Ma  • 

- .J  i -JL,  ^ «7*  •• 

r ?*n  a,  eu  intégrant  par  parties^  • ' ■'  . S.d  * » ‘ 

( < {*~~7  — -£  â /7—  ïa'  " 

‘ : / »/,  Z îi'  , «"  ' «'  V ■ •■  V /,H-  ^ 


yJdp.\f--P^dP^  . 
appç/ant  * l'angle  m'Om,  ou  posant  p ==', *a>  . 


; • • .y  ••  •.  « r y p:  ;..  •.  -•.  . 

,**  t«  i ->  . * •*.  * **  f*1  ' * ■'f'  ■' 

[eux  facteurs  % cette  expression  sont  développâtes  ’ *.* 
*;  cofcvdrgeotes,  d'après  la  lbï  du  binôme,  lor» 

de 'égin t%^té - ■ ’t <:'  * ■ 

\ '*/  '*.*  •■  ■ - *<  * '*•  / \ •"•i,'1*  . *» 

>dnit  de  cè*  deux. séries,' ordonné  suivant  les  puis-  s. 

■cendintês  de  2-,'  sei'a  •également,  dans  les  mêmes 

P ' ' ’i'î'  ^ * • 

a,  pne  sérièconverg/rntc-,  carune  pareille  série 
»as  d’être  qortvergen  te  lorsqu’on  la  multiplie  par 
ie  Je  termes  dont  la.  valeur. est  finie ^ et  par  une 
«si  simple,  dne  dtrtiblc  ôuim*  triple  intégration 

is  altérer  la  convergente  de-ce  produit.  Donc,  en  • 

Je 'développement ‘en  se'rie ‘de  V suivant  le»  - 

ascendantes  de  - «erav  .^-seulement  fconW  . V 

' n . ■ • -,  . • •. 

< ■ ■ 


/,  p:  8y.. 


•'  vV  ' 
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. „knt  «L uow»  • " 

* !«*,..  ta  «kM>  P»»""»  .“u  encore.  - 

--«l»  Je  l'origine  qne  ta  P°'»‘  *“™v£. 

►«^r-ue  le  point  viendra  se  placer  sur 

— o„„^»»«=  4e  ,e  rayo“ 


Oll 


: -1  i.  / m'*M  I d<l 

U,  J. 


* /•"'  >(  — • :• 
~ L . 


paiement  développable  en  série  convergera*  Rivant  ^ 
agissantes  ascendantes  de  I,  dans  les  mêmes  conditions  . • 


* » « . ^ , * • 

. Eu  effet,  en  intégrant  par  parties,  on  a . ' • 1 '' 

. îi  (--^yo  '• 

«V  «'*\*  • • •••..'  ; ' ‘ .•  • .••••■  -■  . - 

: i ••  • T-.- 


'après  ce  qui  précède,  le  développement  est  possible' 
le  second  terme- de  cette  expression.  Or,  pour  une 
«j  valeur  den',  Jes  limites  de  p sont  fonction  dé  <7,  et  r^~ 


r / \ t *<*'  * • ■ • - :v!  " • 

dq  - . 

être  remplacée  par  une  autre  de  la  forme  r ' 

— 1 ' ' ' 1 « . ^ % * # * # . • 

ction  9 (p)  pouvant  renfermer  a\  et  une  ïîi 


.*  v . 

! intégration 


VI 


y*- 

•■c . j * 
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DE  HÉCAHiyilE  CÉCKSTE.  . ,&j 

par  parties  prouvera,  de  la  même  manière  que  tout  à 
f heure,  <p,e  cettc  expression  est  développable  en  série 

convergente  suivant  les  puissances  ascendantes  de  lors 

n^ZUI’iinrimTidece  rapport  pept altei,idr« 1 

’ ce  qu  il  fallait  établir.  Si  donc  on  connaît  le  dévelop- 
pement de  V,  il  suffira  de  le  différentier  pour  avoir  celïî 

P°“r  ha,  P°rtion  du  *ph«V<ùde  extérieure  à 1*  sphère  de 
rayon  a au  mo}nà  ^ ct  lW  ^ 

veloppeé  n-«-  en  sérié. convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendante,  de  et  l’oh  anfa 


'42 


Y - " 

. a" 
o 


IT»  représentant  /a  même  fonction  que  ci-dessus.  Dési- 
* gnant  paf.D^  le  Cpefficient  de  a"  dans  le  développement 

dé  V;  ©q  aura"  * _ , . 

(6)'  '■  W'.k,  .*  • <•  ..  • - • 

7 '■  ' • 

* . I*  1.  * » 


• ■ M 

ht 


Sî».- _ 


C^^  étant  une  ibneiibu  sphérique  d’indice  v.  On  s’assurera 
«3e  la  mètnp  manière  ^uç  tout,-  à l’heure  que  la  série  qui , ; 

. «^présente  y est  toujours  convergente,  ainsi  que  sa  dérivée.  ■ ' 

rapporta  a.  • v , . 

-,  S’il  s’agit  d’jUn  point  intérieur  à ,unecoqche  iriaterielle, 

■**  formules  (4)  s’appliqueront  à la  portion  de  celte  couche 
« %érie«re  à la  sphère  de  rayon  <Pfmules  (fi),,  . 


I*d  ; 


UVa>  . ./ 
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. , réunion  des  deux  valeurs 

portion  de  U ^ potenliel  pour  la  masse 

différentes  de 
nous  sommes  conduit  à chercher  ce  que 

les  formules  précédentes.  ; 


«donnera  l’expression  i 

« ^êorps  célestes  affectant  des  formes  peu 
«le  la  sphère 
rincnl,  dans  ce  cas, 

- x,U, action  d'une  couche  W”  **£*”££' 

— , terminée  pur  deux  surfuç.s 

X„r  ,.n  point  de  la  .. trfaco  extérieur*.  — pn  peut 
l'action  d onc  pareille  couche  comme  la  djllé- 
^ des  couches  qui  seraient  limitées  intérieurement  par 
^ ère  inscrite  à la  surface,  et  extérieurement,  Ihiue  par 
r-Face  extérieure  de  la  couche  proposée,  l’autre  par  sa 

e't;  intérieure.  - . 

^posons,  par  exemple,  nue  la^tg?  7 représente 
Cn  Je  ces  deux  GÔuchcs  fictives;  et  soient  O le  1 
s»  phère 


la  se- 
céntre 


de  la  surface 


rayon;  w le  point  attiré  supposé  Très^  _ 
extérieure  de  cette  couche  -T  n;  ri',  les  % 
«_s  où  le  rayon  O m rencontre  la  surface  extérieure  et 
de  la  sphère;  e l’épaisseur  très-petite  nri'  de  la  couche  • 

- ma , ma,  les  tangentes  menées  du  point  la  sec- 

1 «terminée  par  le  plan  de  la  figure,  dans  la  surface 
i-eure,  a,  a,  étant  les  points  de  cpntac l ; inb , mb  ,,‘les 
îles  analogues  menées  au  cercle  intérieur,"  rencon- 
la  courbe  précédente  en  a,  b et"  les  points -de 

a <■  t étant  en  a.'  et  d%  ; d l'angle  formé  avec-Om  par  un 
m.  quelconque  mq,  comptas  dans  le"  plah  de  la  figure: 
y on  rencontre  les  surfaces  extérieure  et  intérieure  e,n 
. et  p\  <(.  * . 

Empuès  Ce  que  nous  avons  vu  (67)  je  segment 
*-  •>  b\a\ ,n) > et  à plus  forte  raison  une  fraction  de  ce  seg- 
? n exerce  sur  m,  suivant  m O,  aucune  attraction. 
»*xiposante  de  l’attraction,  parallèle  à la  même  dïrec- 
_d  u segment  a’ oc  oc,  q , sur  m peut  être  considérée  comme 
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i/eors 

masse 


•*»•/  , DE  MÉCAWlQtE  CÉLESTE p J . iQg 

Ja  différence  de  celles  que  produiraient  les  segments  cimà  , 
et  1 on  a,  d’après  le  numéro  précité,  pour  pelle  com- 


lient 

nié- 

m- 

par 

par 

•ai 

se- 

tre 

*?  , 

'«  . 
et 

K’ 

t 

I 


posante, 


pour  i 

. - J!  **p(mr,' — m/i)  = iKpef  * *'  j' 

Considérons  maintfenant  le  segmçm  Vii.^.ei  appe- 
ons  u a ongueur  ejcf,  et  rfw  l’élément  sphérique  mesu- 
. . rant  1 ouverture  dit  cône  élémentaire  issu  de  m et  corres- 
pondant^ mq-,  la  composante  suivant  mO  de  l’attraètion. 

de  ce  segment  sera  pf  udvcosâ,  et  en  désignant  par  a 

la  distante  O /w,  on  a pour  la  composante  de  l’attraction 
totale 

. -dV  J*.  '■  ■ ; 

■b  * * • * . " " flgm  **“  P / ^ COS  Jrfw  — 2 TTC  f , 

- ‘ . J • v • ;•  . • •. 

On  redonnait  .facilement  que  le  potentiel  est  du  sécoud 
ordre  ou  négligeable  pour  le  segment  a'aa,»' , et  què  pour 
. ' 3U tre segment  n$bf>t jj  ^ pour' valéür  * ’ . * 

* * *.  **  * . , t • .• . 

en  négligeant  le  carre  de  1/5  et  on  peùt  prendre,  eh  coiùf-, 
> nbant  la-môme  approximation-  , 

’ . ( =•**  * <*!**'  ' 

~~  On  adoiic  *s“;  • . ....... 

*;  ’y^7.Àpjf^cosStlu\  . • 

*?>  enfin  , , ' . . r . 

. Pour),  concile  formé.  p«  1»  .pW~  « h «»«  «U- • 
n6«rede  la  cotichc  proposée,  o»  «"•  <*"“*  »»• 

™*>e,  et,  en  le  retranchant  de  ••  preceden,,  en  rerember, 

~ - nie  relation  de  la  même 

-»’>frpli,,neà  une'  couche  homogène  tpSmmen.  m,„ce  «nel- 


ji 


4 

t 

* 

a 

st 

J 

> 


•.  ;t 

$ 

v 

•ï 

t 

■ ’■# 


% 
• r 
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TRAIT*  ' ' * .. 

, u „i»  «eu  différente  de  la  forme 

Uc>  P°urvu  ?U^Ct  son  épaisseur  suivant  le  rayon 

r'i^jue(  e représentant  so  P*  . • 

>tte  sphère,  en  consideiant  UP  . ;nt  Ae  la  . 

* « négative,  selon  quelle  C°"C®^“re  pour  s’cu  con- 
«=e,  extérieur  ou  interjeur  “P  . termes  du 

= re  il  suffit  de  retraneber*  eu  néglige^tu « . 

ordre,  les  résultats  del’applic.uon  de  1 équation  ( 7) 
« couche,  Infimoàeni  „i»cc.  Bmitéc^ 

^ « du  sphéroïde  et  sa  sphère  inscrite,  et  l antre  P* 
sphère  et  celle  qui  détermine  1 excès,  sphérotd al  pro- 
' Si  l’on  fait  passer  la  sphère  par  le. point  attiré,  on  a 


* rfV 


«»  * ; • • 


• • • • ■ * , * ■ • 

rame,  pour  la  sphère  entière  de  rayon  a,  on  a 


V + a* 


f/v  4 ,/t  'aV__4 


-aaoule 


* « v 4 , 

V -+-  2 A — — — a irp  A 

• rfa  . ' .*  3 , . - 

ji»p»licable  à toute  la  masse  du  sphéroïde.' 

i.  Attraction  d’une  couche  homogène  très-mince , 
cX-iffèrente  de  la  forme  sphérique  sur  un  point  de  sa. 

intérieure.  En  négligeant*  les  terme»  du  second 
sï-  , la  valeur  de  V est  la  même  (Jîg-  5)  pour  lè  point1  n' 

« >oùr  le  point  m ; l’expression  de  — relative  au 

, . V.  ...  . da  * ; 

m est  égalé  à la  mène  expression  correspondant:  an 
«=..  n augmentée  de  4-nrpe  (67).  IL  suffit,  “donc,  pour 
rs.  la  relation  cherchée,  de  remplacer,'  dans-  Véqna.-. 

• • •*  : • > • 
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I>E  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 
rfV  / 

y l T*-  Par — 1 -j-  -+•  4^pe,  ce  qui  donne 

' •> 


v + ^a  — — 4^peA. 


. Développement  en  série  de  V attraction  d'un  sphé- 
e homogène  peu  différent  d'une  sphère  sur  Un  point 

: rieur.  Xj®  tout  se  . réduit  à calculer  la  Valeur  de  V 

itive  à 1 excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère  de  rayon  a. 
ii  le  point  ^st  très-voisin  du  sphéroïde,  il  pourra  se<’ 
.'e  qu  une  portion  de  cet,  excès  soit  extérieure  à la  sphère 
rayon  a,  portion  à laquelle  on  devra  appliquer  les  fert- 
iles (6),  tandis  que  pour  la  reste'de  la  masse,  on  devra 
npdèyer  les  formules  (4).  ■ - • 

Soient  a'  =±=  a (i  -+-  z')  le  rayon  de  ta  surface  du  sphé- 
bïde  correspondant  aqx  angles  6!  et  o';  a(i  z)  le  rayon 
éterminé  par  la  direction  de  a,  c’est-à-dire  celui  pour 
equel  on  a 0'  .=  0,  a'  = xs..  Nous  supposerons  que  z'  et  ses 
lérivées  sont  des  quantités  assez  petites  pour  que  l’on 
puissè  en  négliger  les  puissances  supérieures  à la  première 
et  les  produits  entre  elles.  Nous  pourrons  ainsi. remplacer 
dans  lçs  premières  formulés  (4)  et  (6)  les  puissances  de  a 
par  les  mêmes  puissances  de  A,  ce  qui  donne 


■Jh 

av4-i  ’ 


. .s  J°  ■ 

•V.;  ? . 

^ .»•*  * « Jo  , , ~ 

SirraijM^Jiui.èïpreMi^»’  l'intégration,  parraf- 


1 1 ™ ‘J  , ” “ ,1  T équation  obtenue  devant 

F^iort  à a , du  second  tnetnbre  ûe  . , v . 1 . 

. 1 . * ¥ T>ort,ons  “e  1 excès  sphe- 

5 étendre  à t’edserable  des  deiv*  P / .j  yjent 

^ïdd,  ou  à son  épaisseur  totale  A z • .* 


traité  élémentaire 

des  secondes  formules  (4)  et  (6)  ou  l,rC  * ** 


V a 


dV  _ V<  _Eî_  f i — a - ( v i )1  » 

Kdï-2*a’*-'  L ' " J • 

O * * • *.  ■. 

» • * # 


le  point  attiré  est  situé  à la  surface  du  sphér 
A (i-t-z)s  la  première  de  ces  expressions 


4 7t/)a’z  (74),  et  la  seconde  est  nulle  (7Î5).  Oi 
rr^trancbant  la  seconde  de  la  première  çt  -si 

a.  dans  le  résultat,  _ _ 

_ * . * • | P • • X 9 . . ' 

. 4fl>PA*s.=  2^;  -t-  Avut,?y  -i  îv  H-  î); 


la  fonction 


U„ 


-t*  a" 


■v\n-  : 


./•/  # 


lait  comme,  chacun  de  ses  termes  « l!équ 
renfielles  partielles  (5)$  d’où  il  suit  que  x 
: Z une  fonction  quelconque  de  fx  et  de  zj,  pour 
de  ces  variable  s comprises  respectivcrnern 
-m.  et  o et.  an,  pourvu  quelle  reste  finie  ,estdév- 
- <•-  série  limitée  ou  non  de  fonctions  spliériqi 
•-fTet  être  considéré  comme  une  fonction  -c 


et  a,  qui  reste  finie  entre  les  limites  ci -de 
«ire  par  un  facteur  constant  aussi  petit  que  Y 
l’on  pose  z ^=f  (p,  es),  on  aura,, d’après  le 
Sri-  (c),' 

»:•  • o *,r~  * 


— ** 


A.  . . i , 

* • «E  * 
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tui  donnera  le  moyen  de  développer  la  fonction  f(u,  crV 
S,  la  forme  ci-dessus  (*).  ^ ’ . 

3iï  a,  pour  tout  1 excès  sphéroïdal,  relativement  au 
rat  considéré  de  la  surface. 


> 


1\ J 


- - P . ■/ ...  ; » ... 

aïs  si  on  suppose  z développé  en  fonctions  spbériques 
ont  nous  désignerons  par  Z,  celle  d’indice  v,  ou  si  l’on  pose 


». 


• . *«  Jz,  •; 


* y , * , \ 

ayl  déduira  de  la  comparaison  de  cette  formule  avec  l'équa- 
tion (c)?  eu  égard  à la  relation  (&),  . . ■ 


< •:  *•.  *.  ' 

;,v  -, 

4*  Jo  • r-.K  . ... 

Ces  formules  sont  également  applicables  au  cas  où  le  point 
attiré  étapt  extérieur,  est  cependant' assez  voisin  de  la  sur- 

lace.du  sphéroïde  pour  que-I’excès  sphéroïdal  soit  coupé  par 

. la  sphère  de  rayon  n\  car  pour  la  valeur  } de  \ rela- 

tiveà  la  partie  extérieure  de  cette  sphère,  on  peut  toujours', 
«em  négligeant  les  termes  du  second  ordre,  supposer  a = a,  ■ 
domine  pour  la  partie  intérieure,  et*  l’on,  retombe  sur  les 
formules  (9)  et  (d)  d’où  résulte»*  l«3  rclatlons  t*  '>• 

^ . . * • ' • ; , »•  r t.  XVII)  et  M.  O.  Bonnet 

K ) M;  Ujenno-Dirichlct  {tournai  ‘T.  lo09trat.'û„  (lirécte  et  synthétique 
J*  <*onM cfcatuij successivement  une  * to(lt0  objection.  Mais  il  est  retfret- 
( Msthéoréme  dû  i Liplace,  à 1 .»t>r*  ^.otis(.rvo  aucune  trace  île  la  marche 

■ * ^quccemodc  de  démonstration  ne  ;(|lt^Jr  ,|P  b Uêeam^ue  cçinlc. 

,»  wndi|il ■ celle découverlé  l’illus 


TRAITÉ  Ét-éM*»**»*^ 

* _ si  a Ô,  y sont  le»  trois  d*mi-a*es  prin^ 

rsr-sX « ' 3°n *— - — *-r 

ion  polaire  de  sa  surface  « , •*  ' , 


/ sin’O  cos’ ci  sin’6  siri’cr  »£®.\ 

r’( — — + — •*’  ) 


= t ellipsoïde  diffère  très-peu  d’une  spbèrc  d’un  rayon 
» a.,  on  trouve  facilement,  en  négligeant  le  carré  de  la 

*-«nce,  que  * . . ■* 


r — A 


— £ sin’9  cos’er  -+-  •' sin’Q  siq’ra  -4-  e"cos*  0, 


t.rr  étant  des  constantes  de  1 ordre 


a. A P 

re  » — 

' A 


^ oi  t ainsi  que  on  & se  .réduit  ai  la  fonction  Zi 


A • ... 

► u a « = é,  l’ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de 
O z , et  il  vient 


= * sin’S  -t-.*"cos’0  = * H—  (*?(*" — -«)• 

i ■ 


■C-  Propriété  remarquable  des  fonctions  sphériques . 
_vant  d’aller  plu»  loin,  nous  allons  démontrer  une  pro- 
té  importante  des  fonctions  telles'  que  U»,  qui  nous 
fort  utile  dans  la  suite  et  qui  consiste  en  ce  que 


p lit  ' /"•-et  .'  - • . . .* 

J . . U>  Wv(d(i  t=  o. 


‘ * * 0 . • , ' ^ • 

étant  deux  fonctions  sphériques  d’indices  diffé- 
s V,  v’.  En  effet,  en  multipliant  l’équation  (5)  par  ' 
rts  dp,  et  intégrant  par  rapport  aux  variables  p.  et  tjf 

en  t J ' .•  r ' . • ' ’ 


■.  Tp.wywodpi  • * • ... 


..  rf(r  _ *.  ■ i-!’-  ' ' 

—JJ w — ^ - r 

r JJ.  • rfn’  I V 
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. • * * * 

et  l’op  a de  même  ' 

..  •:./  • '-•••" 


T - , - 1rs  limites  o et  2 tr  de  gt  ; car 

qui  s annule  «paiement  entre  rc.»  . . , ,j.r 

, - c o fionnclle  des  fonctions  U„,  VVv,, 

cl  apres  Ja  forme  entière  et  ration*  • 

1 , „ et  leurs  dérivées  par  rap- 

Par  rapport  a cos  «*,  ces fonCtlt^eurs  pour  ces  deux  limites, 

fiort  à a prennent  les  mêmes  va^  ^ vs=s/.  lc  coe(Ecient 


.,|eurs  pour  ces  deux  limites. 


v^e  J intégrale  du  premier  me****-»  _ _•  . a^aa 


dure  de  la 


démonstration  précédente 


peut  pas  conclure  ^ én  efiet  une  valeur  dé- 

iritegraje.est  nulle.  l'expression  à la  fini  de 


on  ne  peut  pas  concl 

cette. intégrale. est  m.*-  - - ^ l’expression; 

tets,minée  dont  nous  rechorcH*  ■ 
tc  chapitre.  • j . ’ . . 


t 
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Ite  conséquence  * i 

rw^'u^=° 

O ' «/-T— 

° • -•  v t : • 

rent  .de  zéro,  puisque  l’ Unité  satisfait  à ' 
’est  autre  chose  que  \0. 

si  en  remplaçant  dans  la  seconde  équa- 

* * ,00  ' . ' 

on  développement  ^ = 2Z»’  Z»  ^tant 

0 • • * 
orsqu’on  y -fcTiange  péri  u'et  oèn  p',  que 

4» r •/o  ■ • , 

trique  par  rapport  à p et  p',%  et  p',  est' 
rique  de  l’ordre  v en  p’  et 

>int  attiré  extérieur  au  sphéçoftjp,  on  cm- 


U» 


près  la  formule  f<?),  le  théorème  (78}  et 
J*  a pour  valeur  . 

/-»3  7T.  f—+~  I ■ 

ti  cr  / Yv  a'  rf p/  ; " ' 

u */—  t • 

/?»«’■'!  ' r-  -e»  , •;  * / „ • 

/ ■ ' 

° «/ — r ‘ > 2v  -f- 1 

pour  l’excès  sphéroïdal, 

' = 4'P‘-2^' 


2 V.  ■ 


ïde  entier 

A3 
(7 


"P—  .-fr4vr/}A3  y ' 

^ ' 2 v _pz,  • : 


ized  by  Google 
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81 . Propriété  des  fonctions  X,.  — Si  l’on  suppose 

(J  = o,  on  a r-1  = n_l  t ,/'i  — — cos  0 -f-  ■>  et  nous  dési- 

\ a a 

giierons  par  Xv  le  coefficient  de  ^ — j > dans  le  développe- 
ment de  ce  radical  ; cette  fonction  de  0 n’est  évidemment 
autre  chose  que  cé  que  devient  Y,  en  y supprimant  tous  les 
termes  en  ci  — u'j  et  eh  y faisant  & —O.  La  fonction  X» 
satisfait  donc  à l’équation  différentielle 


-f-'V  (v  + l)Xy  O,. 


déduite  de  l’équation  (5)  où  l'on  supposerait  Y*  indépen- 
dant de  o.  ’ • ■ . •;  .. 

Si  Ty»est  une  autre  fonclfqn  semblable  à X»  d’indice  dif- 
férent de  v,  on  à . ' 

. ’ ï r-t-i  .-  * ♦* 

• • J x*Ti'  dft  = o.  ' • 

Cette  propriété  jésuite  de  l’équation \f),  en  y supprimant 
l’intégration  'et  les  dérivées  relatives  à a,  et  en  y rempla- 
çant ensuite  U„,  W,'  par  X,  et  Tv>.  • 

' • ' * ‘ . * * " * r. 

82.  Simplifications  que  l'on  peut  faire  subir  au  déve- 
loppement en  série  de  attraction  d'un  sphéroïde  homo- 
gène peu  different  d’une  sphère  sur  un  p oint  extérieur.  — 
Supposons  que  l’on  prenne  pour  origine  des  coordonnées 
le  centre  de  gravité  O du  sphéroïde,  et  pour  la  sphère  celle 
qui  lui  est  équivalente  en  masse  ou  en  volume.  Le.  volume 
du  sphéroïde  $ci'a,  eu  égard  à l’équation  (12), 

iitk3-hA3  J ' do'  J z'dfi=^Tué  ■+-  ajJ  des' J Z'.affi' 

• = I WA3  -f-  4îrAiZ',, 

. * - • 5 _ ■ y,  , 

d’où  Z',  = o,  d’après  l’hÿpôthêser  admise,  y 
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«û*  «*’  ~r«  * ^ »•  >**■  *’“•  " 

z.  ^Vsi»6  C . ’ Aes  re^"' 

• ’ M« ç-*“  P*  ' £\e»coorà°  - ^roïdaV, 

- -St»m d«»co»s“”c  n-»4f0'.  , „„i»  4«  *^; 

r»ond»..*».f0  •■**.  «r***  ' 

^ 1 Siafûi<la  , ■ _ O , J-  . ••  . 

\^à»‘  ■ / . ' c\-àessMs  ?ar  . 

« r ç dm = ° î,  J . ' * ; \'éqp*y°,  . 

leilup1®  - - , | *‘  . .,fu 

• ->/  "r 


t cio 


•.'r”'^J^,  -*'•'.  . -.po»uvf*1ü{aUl’ 

i -r^  o l-ur  -2^  ^ 

ÏOS  toÏ’  ’7  raPP°rta 

d°  POltl  .f  VooS  faite  per*»® 

«**r.  . ^ <,r^^,e' 


9°^ =?»tp  MpO0  " . 

lU  qUC  la  po5i»°n  _ faite  p^el 

ect«^UP  • we  0o«*  a;°"a  jérie  *»  ** 

>3p%ért«le-  rs  teri»es 

* - ’^di*  ?*-<**  Mère* 

*^er'e  • ■*.  ■ . ,_  1,  oour^ 


i 'dotibic  j *>rei»ier  • ■•  • \ j’u«e 

merles  J , ^ 

wg  m _ Jl  su**1  ’ “T  rt»  du 

r »«■*•>'*  fd"To»  *''•** 
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sphéroïde  sur  la  sphère.  En  admettant  que  le  point  attiré 
soit  compris  dans  l’excès  sphéroïdal,  on  emploiera  respec- 
tivement les  deux  formules  (to)  pour  les  portions  inté- 
rieure et  extérieure  à la  sphère  de  rayon  a.  Or  le  second 
, membre  de  la  première  est  nul  (71),  celui  de  la  seconde 
est  ég^l  à Si  donc  on  y suppose  a a,  que  l’on  re- 

tranche la  seconde  de  la  première,  on  retombe  sur  les  for- 
mules (c),  ( d ) et  (i  t)  établies  plus  haut,  et  l’on  trouve,  au 
lieu  de  la  formule  (*4),  * 


Z» 


Xv  -+-  i 


Pour  avoir  la  valeur  complète  de  V relative  au  sphéroïde 
entier,  il  faudra  tenir  compte  de  l’action  dé  la  sphèce  de 
rayon  a,  et  de'  celle  de.  la  couche  sphérique  d’épaisseur 
a — a,  ce. qui  donne  la  somme  | npa*  -+-  n rip  (a*  — a*),  et 
l’on  a par  suite 


(16)  V = p I 2KA’ ^ KG!1  -f-  4 k*1  ^ 


84.  Attraction  des  sphénoïdes  composés  de  couches 

homogènes  peu  différentes  de  la  forme  sphérique. 

Soient  a(i  z)  le  rayon  d’une  couche  d’égale  densité  du 

sphéroïde,  p cette  densité  qui  est  uniquement  fonction 

• '■  _ 00  . 

■de  a;  z est  une  fonction  de  la  forme  ^ Z> , Z,  pouvant 

' ■ . * V * ' O 

dépendre  de  a.  E attraction  sur  un  point  extérieur  exercée 
par  la  couche  de  rayon  ^[a(i  z )]  s’obtiendra  en  diffé- 
rentîant  par  rapport  à a la  formule  («5),  en  considérant  p 
comme  constant,  ce  qui  donne  A 

3ir/'*i  | 4 *p  ^ 


Ve  « 


(riv  -f-  i)  a ” 
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r v F*ar  suite,  pour 


'.v 


traité 

|<,  spli^roïtïf  entier,  a,  étant  la* va* 

A 'à  la  surface, 

A»,  ' f v V J_  /*'  //( Z,À*«)  •;  / 

I p*2dA  -K  4 **"  ^ p (■av  -H  i)  *•' 

a Jo\  .'  o ,» 

^ ^Voir  la  ya]eur  de  V relative  à un  point  intérieur, 
\T^ieera  d’abord  la  partie  de  cette  fonction  corres- 

* * toutes  le»  couches  auxquelles  le  point  est  e*te- 
; 41  'ïui  Sera  donnée  par  l’équation  précédente,  en  ÿ 

la  limite  A,  des  intégrales  par  la  valeur  a rela- 
^oUche  sur  laquelle  ce  pointést  situé.  On  obuen- 
~eOftde  partie  de  V en  difierentiânt  Féquation  (16)  * 

**t  à a.  p étant  considéré  comme  constant;  puis 

* entre  les  limites  A,  a-^Aj,  et  on  aura  en 
pour  l’attraction  totale  du  sphéroïde, 

CO  . * 

/ ' ‘ y*  A — I fA  t/(Z*  A1"*-*)  ■ 

f(î7TTTv,,; 

C-  rAi  4am z.) 


^ 2jr  J pdi 


r/A1 


■*-« ns  laquelle,  les  différentiations  et  intégrations 
^ *Uées,  on  remplacera  ci  par  a(h-z),  ou  du 
le  premier  et  lç  troisième  terme,  et  tout  sim- 
a dans  -les  deux  autres,  puisque  l’on  néglige  le 


''fiction  d’ une  couche  homogène  d'une  épaisseur 
'>  limitée  pac  cteiiac  surfaces  sensiblement  sphé~ 


un 


pôint  intérieur,  -r—  Soient  a+a  ^ Z„, 


les  rayons  des  surfaces  extérieure  ' et  inté- 


*a  couche;  comme  n 


0119  pouvons  supposer  que 


î 
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les  corfstantes  Z0,  Z'4  sont  comprimes  dans  a,  a',  il  est  inu- 
tile de  les  écrire.  « . •.  ' ..  • . v.  > 

En  plaçant  l’origine  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde 
limité  par  la  surface  extérieure,  nous  aurons  Zt  =?  o. 

Les  valeurs  de  V relatives  aux  sphéroïdes  limités  respec- 
tivement par  la  surface  extérieure  et  la  surface  intérieure 
de  la  couche  considérée  sont  (83  J 

p(2*a’-3™’+4^ 

" 2 I7T7- 7^’ 

. * »,  • . • , • * ' • 

d'où,  pour  la  différence, 

IV  = a iff  (. V — *'’)  H-  4 

Pour  qu’un  point  quelconque  placé  dans  l’intérieur  de 
}a  couche  soit  également  attiré  de  toute  part,  il  faut  que  V 
soit  indépendant  de  a,  a,  S,  ou  que  • -•••« 

ïM*)  • . 

* . . / * . . • ‘ ‘ 

Si  la  surface  extérieure  est  elliptique,  z se  réduit  à Zj  (77),  • 

et  par  suite  z 1 à la  fonction  Z’,  donnée  par  la  formule 
■ • * Z'>“K 

Les  rayons  à(H-Z,),  a'(i -f- Z',)  étapt  dans  un  rapport 
constant,  les  deux  surfaces  sont  semblables,  ce  qui  est 
conforme  au  résultat  obtenu  au  n°67:  * • 

86.  l/étertninatton  de  la  forme  générale  des  fonc- 
tions Y,\  — I^ans  tout' ce  qui  précède,,  tlous  nous  sommes 
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fonction*  Y„  sans  nous  préoccuper  de  leur  déter- 
^ *°n.  Nous  allons  maintenant  chercher  à arriver,  à la 
®«»m  laquelle  elles  se  présentent,  en  employant  la 
te  de  Jacobi  (*),  qui  est  la  plus  simple  et  la  plus  , 

& 11  • » nrrmosppc  niann’n  r>f*  innr.' 


m vawâJi  y /*  -f * J 1 

"b*  do  celles  qui  ont  été  proposées  jusqu  a ce  jour. 

**  Fendrons  pour  point  de  départ  l’identité 


. j / * J ^ • do.  , • 

C a te  Je  A -+•  » B cos*  i C sin  « ’ 

°»itant  y/^T,  ét  A,  Bv  C des  quantités  indépen- 
^ la  variable  «.  Nous  rappellerons  de  plus  que  Y, 

• • 

30 

= 2 Y»**- 


C3 

^ fa  variable  ».  ai»/»*»  — rr  _T_' r‘ 

^fiScient  de  hJ  dans  le  développement  de 


t rosôcos  9'  -4-  s»  n.0  si  n 0'  cos  ( ct  — ■ o'  ) J -M1 

„ • * . O 

' . ' A = cos9'  — A-  cos6,' 

B z=  sin9'  aostUr'  sin  0 cos  or, 

« C = sin  9'  sin  er'  Ar  sin  6 sim*/ 

^"^■^pressi  o ns  («")  et  (/3)  sont  identiques  et  l’on  a 


■iir 


d tx. , 


f — ^ , x 

-^o  cos&  -fw'sinO'cos(cr'' a.) — X [cos0  4- /sin6cos(o  — a)] 

^ntle  second  membre  de  cette  égalité  suivant  les  ' 
ascendantes  de  A-,  et  identifiant  les  termes  sem- 
» trop  ve  ' * . . 

'»  ‘ v"  e ’•  * •>  • 

- — - C 71  -[Cose  l'sihO  oosf (tr  — a.'^tfa. 

27r*3'°  [ oos  0*  -f-  / sin  0'  oos  ( sr' a)  !*+•'  ‘ 


» t..X(V8 


V»45. 
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r # ‘ * '** 

. ' [cos0  -f-  i sin  0 cos  ( o — a)]* 

= 3<X„  cos(ej  — a) — 2X“cos2(<n — a).  . . , , 

[ cos  9'  -f-  t sin  0'  cps  ( ra'  — a ) ]-(»-*••)  . 

Pa  4-2iPv'cos(o'  — «)  — 2P'  COS2^ts' — 

les  développements  suivant  les  cosinus  4es  multiples  de 
n — «,  a'  — a des  deux  facteurs  qui  se  trouvent  sous  le 

signe  / ; il  vient,  en  effectuant  l’intégration, 

(9)  Y»  — PkX>— ■2P,X,cos(if  T—Er').-f.2P'X»oos2(o--».CT'jf  , . 

Les  fonctions  Pa  Xa  J d.e  6*  ef  0 sont  identiques,  à un 
facteur  nuraérique-près  ; oar  d’après  la  forme  du  radical  (/3), 
0,el6'  doivent  entrer  symétriquementdans  les  coefficients 
5es  puissances  de  cos  (u  — cvr) , ou,  ce  qui  revient  au  même, 

dans  ceux  des  cosinus  des  arcs  multiples  de  tr çt\ 

Pour  ffe=  o,  on  a,  en  ayant  égard  au  premier  des  déve- 
loppements (y), 

i r2*  • 

Yv  = — J [cos0-+-mn0cos(w  — a)]Va  = X,; 

X,  est  ainsi  le  coefficient  de  A'  dans  le  développement  de 

(t  — aAcosô-f-A*)""’.  ' • . • . ‘ 

En  supposant  9 = o,  on  trouve  de  mêtne  P„  = Yy, 

et  P,  est  le  coefficient  de  À dans  le  développement  de 

• -JL*  • * 

(t  — cos  & -t-  A’)~T,  d’où  il  suit  que  P„  et  X,  sont  deux 

fonctions  complètement  identiques,  l’une  en  9',  et  l’autre  *• 

en  9.  .i  > 

Posons  ■'  • . ■ * 


co s0^  p,  »sin0e'“p=®; 
2®fcos0  -t-  i sinécosa)  = (fi-f-®)1  — t, 


•on  a 


12. 
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irsum  t« 
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-.-■fesie  V 

pl«0 

. *r»S  » * 


d'SZr'  *■ 

v.l  3'  ' . 5 

, ^ i*tf  *V 

• C‘  . \a  fort*6 

,à  d^icrlI"n< 

»»’ ’Tù  V*’ 

• r»-’ 

9'  = ^ 1-,  for*00  . -nfl'cos*J  ,, 


vertu  '» 

-s=C*f  ^ ‘ N‘  -v*  «n’e* 

• ( 
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el  le  coefficient  de  2^-(»+|)+«  dfi  développement  est 


(*) 


sin"  6 


p(") 


Mais  si  une  fonction  de  (z'-i-  p')  est  développable  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  néga- 
tives de  zr , u_(„+1)  étant  le  coefficient  de  •z/~<’+,)|  celui  de 
z'-Wï+n  est  (*)  . 

/ ,Va  1 a;3-  • • (v  — »•)  / 

■ r \ rfp'-  y *.;■  . 

Or  le  coefficient  de  tf-O+V  est  r|ï+1’P,;  par  suite,  celai 
de  s'-(»+>)+«  a pour  valeur 

. î . 2 .:3  . . . (»  -*-  rn)  , dm p.,  •' 

{—  i )■ > 2-(“+0 

, I . ».  3 ...  v du.'* 

* * * * 

el  en  l’égalant  à celle  (g)  que  nous  avons  trouvée  plus 

r 

( * ) En  effet,  soit 

/(•'  + /)=*.+  *1»'  -H  u,s'*  H-.'.  v . 

' -t-  ..  . 

DiSerentiant  par  rapport  à //,  puis  par  rapport  à s',  et  identifiant  les  résultats, 
on  trouve  . 


U_ï  = 


r-(»4-l)  . 

du.'  ’ 


de  même. 


l ainsi  de  suite. 
On  déduit  de  là 


* * ./  t 


U-v 


= (-  l r v (»  + 1 ).••(»  + m — i )' £Viv±=) 

. ■ ’ * i aVJTTTv  d/»'"  . 

changeant  dans  cette  formule  > en  » + i — m,  on  retombe  sur  le  résulta 
liqué  dans  le  telle.  . ’.  •. 
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r <im  p j 

d p'm 


1.2.3-  » - v 
sont  deux  fonctions  identiques,  l’une  en  p, 

— »r 

Pj  2>-..  t . a - 3 * • 1 

se  -report an  t à la  formule  (d),  pour  l’ex- 

1 . à.  3 . . . (v  — m)  v-  • _ 

Z i . 2.3  - 

' /*  = 1 - „ ’ ” , 

.T  (/"Pv  , . ' 

/ . u/1)2  — i ; cosm  (cj  — a . 

I 1 “ f*  ' v • 1 

léraie  des  Jonctions  sphériques.  — La 
U„  s’obtiendra  en  multipliant  Y,par  une 
î de  pi,  et',  puis  i ri  tégrant  par  rapport  à 

de i à -f-x  pour  la  première,  etdeo  à 

e.  On  arrive  ainsi  à une  expression  de  la 

\ 

Ml 

i — ; ( A.^'";cosmo-(-  B^sinmir), 

t Bï,'"’  étant  des  constantes  arbitraires. 

on  de  l’  intégrale  , 

-»-2  7r  ‘ . y»  i 

f onctions  sp/tençucs  tle  munie,  ordre.  — 


X„- 


/**).- 


(tuf’"' 
. ni  =r  i * 1 
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on  a 

' 17t 


i83 


XI*  /•  Î7T  * 

XMSmrn.cosm'vjdrnruuo,  I sinmn . sinm'nrfo  = 0, 

• */o  ' '*  - 

lorsque  m est  different  de  m',  et,  dans  tous  les  cas,  * 

Xa  tc  • 

cos  mu  sia  m' u —o,  „ , 

\ /•  »ir  . /»  air 

. | ' nos2  «et  du  — I ■ sin*  mur  dm  = jr , 

*/o  ' c/o  : • 

, Il  Vient  donc 

* /*  a 7t  -i- 1 ■" 

dm  U.W.rfp  ’ ' ' • ” ‘ • 

• • t J o'  J—  i ' • • 

= ^ jf  7 1 [a.  *;  x;  £”(,  _ 

L.  ptsi  ■»  : . * 

x ( a(;°  a:m  -t-  b(”>  b:^»  ) . 

Soit  Ua  ce  que  devient  U»  quand  on  y change  p et  ut  en 
fx'  et  et';  on  a de  le  même  manière,  en  ayant  égard  à la  va- 
leur ci -dessus  de  Y»  (86),  et  remarquant  que  X,  devient  P„ 
par  le  changement  de  \i  en  yl, 

X171  , 

dm  / y.Y.dii'  . • " 

> «/  — i * ” V * . f.  * . 

L_  m = ! ‘ % 

" * 1 , WI  % s ' . " •«  \ I ( • • . 

...  „.]ârf"Xv  j . . 3, . . (y  — m) 

v*  \ r V .a. 3 . 7f»  + m)  • ' ' 

X (A,”5  çosmia -t- B^sin/Ha)^J  t 

or,  d’après  la  formule  (I3)1  du  n°  79,  en.  y changeant  Z, 
en  Uy,  cfette  intégrale  est  égale  à « l’on  pose  cette 
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^ *•  que  l’on  identifia >»  toMo,Ms de 

^ (ÀfW»-  -*-  B'*>™«.),.. 

^ve 


/ dmV 


f"\l  — * f*'*)" 


)v 


„ L „ • ‘ ^ r~h'  , /^x.v , 

••(y  + ^) . 

^ *27»  .(* — rn)  2*  -+-  * «/—  1 


L 


r»  , ' „ -je  én  Y remplaçant  p'  par  p.  .11 

■*  » se  change  en  .J  # 

*><c  en  définitive  * 

• f*'Vv  VVW  ^ ='  âfe  : 

A ' x .a.  3.-.  ( A r'Af1 4-  BlT'B'r1 } ; 

■'+2:  r.a.3,. .(-  — "»)  J 


/7tJC=  I 


intégrale  cherchée. 

^^(ation  entre  les  moments  d'inertie  principaux 

centre  de  gravité  d 'un  sphéroïde,  peu  different 

*tère  Nous  supposerons  que  le  sphéroïde  est 

ae  couches  homogènes  peu  difiëren tes  de  la  sphère, 
la  densité  peut  varier,  de  l’une  a l’autre;  soit 
— t-  z)  le  rayon  vecteur  de  l’une  de  ces  couches  cor- 
*-  *it  aux  angles  9 et  cr,  a étant  le  rayon  de  la  sphère 
5 «diffère  peu  et  p sa  densite  qui  ne  dépend  que  de  A. 

par  A,  B,  C les-  moments  d’inertie  du  sphé- 
^-r  rapport  aux  aXes  principaux  Ox,  Oy,  O z pas- 
Tson  centre  de  gravité  O ; leur  somme  étantegale  à 
unasses  des  élém.ents  matériels  des  corps  multipliés 
r ement  par  les  carrés  de  leurs  distances  à l’origine, 
supprimant  les  accents  de  a,  p et  es. 


A — f—  B -H  C 


-fïfr 


* (i(4  (f-fj.  (ira, 
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ou,  en  remplaçant  a par  sa  valeur  a (i  -+-  s)  et  négligeant 
l'es  puissances  de  z supérieures  à la  première,  ■ ' 

.A+1M-C  = duilad(  a1) + 2 J nrt/(  a4ï). 

1 * , 1 • 

On  trouve  de  même  • 

CzzzJ’J' J>Pa>[  i — n,)d^.dada=-^j' J' J'pi1  ~ 

+ J J J'p(i^-p’)dtidnd(èz), 


c 

d’où 


|aC  — (A-+-B  ) = ~~\  J f J P — dfidr,d{^) 


• I 


3 fff  p(f‘~ -5)rffx</orf(/ 


Soit  ' * ... 

* = Zj  -f-  Z,  -t-  Z,  ■+• . , . . , . 

le  développement  de  z en  fonctions  sphériques,  Z,  étant 

nul,  d’après  le  n°  82  ; si  l’ou  remarque  que  p’  — ^ est  un 

cas  particulier  de  la  fonction  Zt,  l’équation  (a),  d’après  le' 
• théorème  (78),  se  réduit  à 

(P)  =fC.-(A-t-B)=-3  J J' j'e(^'-£jdltd«d(S  Z,). 

Or,  on  a,  d’après  les  n°5  8C  et  87,  en  supprimant,  pour 
simplifier,  les  indices  inférieurs  des  coefficients, 

t 

z,i=AW^r; 

• A 

les  coefficients  Â*0),  A(1),  B^,  A(,),  B!,)  pouvant  renfer- 
mer A. 

Appelant,  comme  au  n”  82.  £,  r<,  £ les  coordonnées  d’un 


-f-A>')f4^i  — (i’sinçt  4-  f*5coso, 

H — At*J(  i — (i2)sina  et  4-  B\!>  (i  — (i3)cos2cn 
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traité 

corps,  os  a / • * * 


rimer  que  les  axes  coordonnés  sont  de*  axes 


• J' J" j'a'ZdptZcrel**  — «>i 
' jj* J*  a* ri  d [A  eï tb  da  O, 

///" 


■ rlf* 


tçant  les  coordonnées  par  leurs  valeurs  et  a 

\ ,* 

ips/i  — fl»  COS tad [a* (»  H—  *)3J<*fu/®=:o, 


psji  — sincrdO3  («--+-*  )»]</fn/or  = o, 
(l  — fi*  )sin2srf/  [a3  ( I — f—  * )3Jdfif/iü  =:  o. 


it  nous  ne  conservons  que  la  première  puis-  • 
lion  ss  de  pt  et  do  er,  à laquelle  noussubsti- 
vcloppement  en  fonctions  sphériques,  et 

ions  que  f*.  ^ i p*  cosnr,  — p*sitm. 

îont  des  cas  particuliers  de  la  fonction  Z,, 
écédentes  se  réduisent  à (78) 


’CV' 1 — fî3  cos  ta  d(  À.aZ,  J d fx.dza  = o, 

f4  >/  » f**  «in  exrf(  A» Z,  ) dfxdar  ==  o, 

(,  _ fA*)sin2or/(A»Z,)rf^<r/«a  ==  o* 
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et  en  y substituant  la  valeur  ci-dessus  de  Z,,  on  trouve  que  ' 
A(l>=:  o,  B(,)  = o,  A{,)  = o,  oh  que  cette  fonction  se  ré- 
duit à 

Z,=  A*  ^fi*— » 4-  B(d(i  — ft’Jcosa*». 

Portant  cette  valeur  dans  l’équation  ((3)  et  intégrant  par 
rapport  à u entre  -+-  * et  — i , et  par  rapport  à a de  o à r, 
on  trouve  . 1 

2C-(A4B)~--^Jprf(A*A*),  . 

En  divisant  par  a C et  continuant  l'approximation  adop- 
tée, ce  qui  rçvient  à réduire  G à la  première  des  intégrales 
qui  entrent  dansson-expression,  il  vient 

aC  (A  4-  B) /p(rfA‘A*) 

IC  “ * • 

Telle  est  la  relation  cherchée,  qui  nous  sera  utile  plus  Lard 
dans  les  questions  relatives  au  mouvement  de»  -corps  cé- 
lestes autour  de  leurs  centres  de  gravité.  ' . _ 
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CHAPITRE  IV. 

b].;  LA  fjgU.BE  DES  CORPS  CÉLESTES.  . 


'Omme  nous 


l’avons  déjà  fait  observer,  tout  nous 


— VUIIUC  f . 

admettre  que,  dès-  l’origine,  les  corps  celestes  se 
i.v«,„mn!étement  à l’état  liquide. 


*'T>ttvés  complètement 

disant  abstraction  des  attractions  exercées  par  les 
' sur  J’un  d’entre  eux  que  nous  considérerons 

^^ixrulier,  ses  différentes  particules^  soumises  unique- 
^ leurs  lotions  mutuelles,  ont  dû  prendre,  les  unes 
^X>Ort  aux  autres,  des  mouvements  très-variés  que  les 
*«sjq1s  ]es  chocs  et  la  cohésion  ont  successivement 
Pendant  ces  diverses  phases,  la  droite  qui  repré- 
Moment  total  des  quantités  de  mouvement  du  sys- 
rapport  à son  centre  de  gravité  a conservé  une 
constante, 'et  une  direction  fixe  dans  l’espace,  per- 
^**aire  au  plan  du  maximum  desaires.  Avec  le  temps, 
^rtu  des  résistances  précitées,  les  oscillations  des 
* «es  liquides  ont  fini  par  s’anéantir,  et  la  masse  fluide 
*ie  figure  d’ équilibre  de  rotation  autour  de  l’axe  du 
des  quantités  de  mouvement. 

•■«il  te  de  là  que  lès  seules  dominées  que  nous  ayons  sur 
éditions  primitives  du  mouvement  d’un  astre  con- 
cdans  l’invariabilité  de  sa  masse,  de  la  direction  de 
s de  rotation  dans  l’espace,  et  du  moment  des  qUan- 
tnonvement  par  rapport  à cet  axe. 

_ 3 n désigne  par  fi  ce  moment  de  rotation,  par  n la- 

«ngulaire  de  rotation  correspondant  à la  figure 
re,  par  ï 1©  moment  d’inertie  de  la  masse  par  rap- 


Digitized  by  Google 


DF.  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 


port  à l’axe ‘de  rotation,  on  a entre  I et  n la  relation 
(i)  ' I/»  = ft. ’ 


189  • 


I 


Nous  commencerons  par  examiner  l’hypothèse  la  plus 
simple  que  l'on  a été  conduit  à faire  sur  la  constitution 
des  corps  célestes,  c’est-à-dire  celle  dans  laquelle  on  sup- 
pose que  la  masse  est  homogène  dans  toutes  ses  parties. 


§ I.  — De  LA  FIGURE  D’ÉQUILIBRE  d'uNE  MASSE  FLUIDE 
HOMOGÈNE  ANIMÉE  ü’üS  MOUVEMENT  DE  ROTATION  UNI- 
FORME. ' * 

* * . . * . * • ‘ . 

91 . En  appelant  X,  Y,  Z les  composâmes  parallèles  aux 
troix  axes  coordonnés  Ox,  O^,  O a de  l'accélération  résul- 
tante des  forces  qui  sollicitent  un  point  matériel  quelconque 
d’une  masse  fluide  en  équilibre,  on  aura  pour  l’équation 
des  couches  de  niveau 

l Xdx  -t-  Y dy  •+■  Zilz  zp  o; 

mais  sir  comme  dans  le  cas  que  nous  voulons  examiner,' 
X,  Y,  Z proviennent  de  la  force  cêntrifuge  et  "des  attrac- 
tions de  tçus  les  points  du  liquide,  fonctions  de  leurs 
distances  mutuelles,  les  valeurs  de  ces  composantes  dé- 
pendent, eu  général,  de  la  forme  de  la  surface  du  liquide 
et  de  ses  couches  de  niveau,  et  réciproquement  cette  forme 
dépend  des  valeurs  des  composantes.  Lors  même  que  le 
liquide  est  homogène,  on  n’est  parvenu  à résoudre  complè- 
tement ce  problème  qu’en  supposant  la  force  centrifuge 
peu  considérable,  de  manière  que  le  fluide  s’écarte,  peu  de 
la  forme  sphérique  qu'il  prendrait  s’il  était  en.  repos;  on 
reconnaît  alors  que- le  fluide  ne  peut  dfleeler  qu’une  seule 
figuré  d’équilibre,  qui  est  celle  d’un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion autoiir  de  l’axe  de  rotation.  Nous  reporterons  cette 
solation  au  paragraphe  suivant,  et  nous  nous  bornerons  ici 
à vérifier  que  pour  certaines  valeurs  de  la  vitesse  angulaire, 
la  masse  fluide  peut  affecter  la  forme  d’un  ellipsoïde 


/•  une 


JS 


be  / “,À,TÉ  '<M***yk nu 

Mp****  que  peut  affecte,  __T 
fr.  lin(for,  '°n,0Scne  en  équilibré,  animée  d’un  mouve- 
de  rotation. 

del’ejjt*  °~  P0uraxe  de  rotation,  et  en  nous  repor- 

'^Ol(j9li°as  da  (ÎS’  ,,ous  au,‘ons  pour  l’équation 


/ 

r 


d 1 

V»  X* 

J l — r* 

* T 

. * ■ , Nr  • ^ 

H a,  3M  , 

r . . U*dll 

K iL-  ^ 

■. 

‘ . 4 » ■/< 

yo 

Q-l^M  Z1 

(I  + jy)ï(.+V»«f 
# * * » 

1 1 u'du 

' . * 

• “i 

(i+Vaf  (iffrV'u'Ÿ 

• «.  V / * 

• • 

> 

p___  3M  /• 

* u2  du 

i : T 5 

• -4 

•v  * 


*u  :>o 

i 


<4(,  ^s^ütes  de  l’accélération  duc  à l'attraction  sur  un 


a surface  seront 

• •_  • • • * « _ s * 

2=  — fia,  Y = — Qr,  X=r  — Pr, 
e I accélération  centrifuge  . , 

Zi=o,  Y = «’r*  XiV  Jf. 


0|)  difleVentielJe  de  la  surface  libre  du  liquide  est 


fiwfc  (-g — )ydr  -+-  ( P — /a’)  jrfjr  = o, 
legrale  est  ; • 

- • t ..  * » 1 


a»  . (Q  — a*)  (P  — /»*)  ,• 

».  +« — ! y- ~h  ^ ^ a:2  =?  constante. 

R 7 R 

^ i • " *.  • • - * 


’lUe 


***te  équation  coïncide  avec  celle  de  l’ellipaoïde. 


N • 
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.-  •••.-:  •*  • 

N>  hî 

w 1 p — /2’ 

/ l’«C  \ ' + *•’  ~R— = r^ÿi’ 

^ / dation  de  n, 

. . . ^^)('  + V')(Q  _ P)  __  R 

remplaçant^  Q,  R*par  Jeura  va]eurSj 

a’~V3>p1-tri'){l-+.  V*)  /**  “»  <*“  " * 

L J0  (i -4- x*«*>ï(,+v‘«î)’ 

. . ; - f ' !**L 1 -a 

./o  ( * -4-  **  «?)  ( i -+-  V’a’f  J 

T "nation  so  décompose  en  dcut  autres:  la  première, 

. ^ ‘ . ia  - X'»  a~  o,  . 

cone^por»»dant  à 1 ellipsoïde  de  .révolution  aplati;  la  se- 
conde, m J se  sous  la  forme 


(4) 


— «»)(  i >»X/J  ti*  ) du  

(*  ■+■  K u1)2  ( î — {—  X'*  /**)T 


ne  peux  e ire  satisfaite  que  par  des  v aleurs  positives  de  P, ■ 
a*;  car  si  ces  deux  quantités  étaient  de  signes  contraires, 
1 élément  de  1 intégrale  resterai t positif  avec  i — A’X'*u*; 
et  si  elles  étaient  négatives,  comme  leur  valeur  absolue 
serait  moindre  que  l’unité  (OS)  , ' («  >*A',b*)  continue- 

rait, et  par  suitq  l’élément  dé  l’intégrale,  à rester  positif. 
Si  donc  /’  ellipsoïde  à trois  axes,  inégaux  est  une  figure 
d équilibre,  l’axe  de  rotation  est  le  plus  petit  des  axes 

fl  ri  n r-i nsa  /tr  ^ ' 


principaux*  * 

P6ur  toute  valeur  de  V*  inférieure  à l’inverse  dè  celle 
de  X*  choisie  arbitrairement,  tous  les  éléments  de  l’inté- 
grale sont  positifs  et  fin»,  et  l’intégrale  n’est  pas  nulle. 
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»3a 

?“*ej 

Sed 


7’^  "^U9('  

e tfcs  c/eu  11  (4)  ne  peut  être  satisfaite  qu  autant  que 
ÎUey»^  * 9 nanti  les  A',  A,f  est  supérieure  à l’unité  ou 

f ®3  j,  ni)  _ 


1 HA1TÉ  ÉtÉMESTtlHE 


f>s°itiG  ^ apports  — » j est  supérieur  à fa.  Ainsi  fe/- 


r/V, 

?*o 


°/J  axe/  inégaux  doit  différer  sensiblement 


o f«“e % 'e  ° w . 

eeffp  y.  °*<f  0*  et  /on  «e  /;e«f  admettre,  par  suite , que  sa 

^o/,  e^e  astres  du  système  solaire.  Néanmoins, 

Péri <P°*'  ' - 


^ - des  astres  du  système  solaire.  Néanmoins, 

d’impossible  pour  certains  astres,  et 

C0°sto7j^^^s  11  expliquer  de  cette  manière  les  variations 

•S/  ffu 'éprouve  l’éclat  de  quelques  étoiles  de  la 

A «O*  de  Sinus. 

V \ ^Cé 


/e^*  * ^ constant,  A' augmente  indéfiniment,  l’inté- 

jyl  ^^C‘v?eodra  négative,  de  sorte  qu’à  chaque  valeur 

/.  °**?i  ra  au  moins  une  valeur  réelle  et  positive  de  A'*, 

e Une  surface  ellipsoïdale  à trois  axes  inégaux, 
à J**  ri  eitrons  In  nnm* Umpnf  de  cette  discussion  après 


^ lc  complément  de  cette  discussion  après 

cJS  ^rfacesd’équi/ibrede  révolution. 

^ tous  les  cas, 


1 ^ ~ c’(  2 -+-  A1  ■+■ x 


* 

C , 


‘4 


= M/3M\* 

5 te;  ,7 

. ' 
^ttière  formule  (a)  < 


^ ’ ’ ï v. 


= Q — 7 


on  tire 
R 


i 

i'*r. 


ifrlv*. 


À2 


*llî, 


ipsoïde  de  révolution,  on  remplacera  dans  cette 
r>  _ - Z Y j rj,.:... 


Q par  leurs  valeurs  — — > — déduites 

% * y ,•  • - • '*  y*4l 

* '* a,ions  (a)  du  n°  f>8  dans  l’hypothèse  de  ^-  = i , et 
<H>,.  1 c 

,f>ndra,  en  égard  à la  valeur  ci-dessus  de  NI  lors- 


iClUa 


• jr 

Oÿnfàed  b^fchsjlc 


elcn  vert-»  de  la  formule  (ï)  et  de  la  valeur  ci-dessus,  de  I, 


/*’  = 


( 


. 3M»  / 3 M \ * 

. ^5 


4 *p) 


( ps  -H-  >f  -+-V1) 


(*T  V)*  ('.  -+-«)■ 

«’  (l  rt*)  trfil  ' 


r «M»  — * 

Jo  (ï 


équation  que  1 on  devra  joindre  'à  la  formule  (4),  pour 
déterminer  1’  et  //*,  lorsque  le  moment  de  rotation  p sera 
donné.  Réciproquement,  si  l'on  doime  à X-*,  ?.'*  des  valeurs 
positives  satisfaisant  à l'équation  (4)>  l’équation  (6')  four- 
nira toujours. pour  p une  valeur  >éol1e. 

Remarque.  — . Les  composantes  R=>  — (Q  — «’)/,  . 

— (P  — «*)*  étant  proportionnelles  aux  dérivées  partielles 
du  premier  membre  de  l’équation  de  l’ellipsoïde,  par  rap-  . , 

port  à a , Zy  ]CU1.  résuha u te  on  pesanteur  à la  surface 

i3 
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res  ^ rac‘"e  carrée  de  la  somme  des 

§eni  a ,r° n&Q  ■ e^iVets>  par  suite  à l'inverse  de  la  perpen- 
• du  centre  de  F ellipsoïde  sur  le  plan  tan- 

£3.,,  ' c°nsidéré,  théorème  du  à M.  Liouville. 

*****  ' ' 

• c°nditions  qu'exige  F ellipsoïde  de  révolu - 

j.  ^ fs  f{Oti  comme • Jigure  (F équilibre. 

celle  discussion,  admettons  en  premier 
«e  donne  fa  vitesse  angulaire  n et  non  Je  mo- 
^*,0n  p.  En  posant 


7 U 


°*X 

fr*  ) 

''4 


donne 


n* 

4 r ? 


f(3  + A*)  arctangl 
. — arc  tang X " O. 


ai3 

■31  -f-  2(/ls 


31)] 


^ X t !'  *>_.  ^ ^tr,,|t’s  de  A tirées  de  celte  équation  sont  égales  deux 
^ 4^*'  j signes  contraires-  nous  n avons  doue  qu  a 

^ nombre  et  ia  valeur  des  racines  réelles  et  po- 


* ^ ^ « 


<7^  / Ootnhre  et  ia  valeur  — , 

* môme  équation.  A cet  effet,  considérons 

31  3 «A3 


J 


*>X, 


X = 


■ arc  taDg  1, 


* , 
°t’donnée  d’une  courbe  dont  X serait  V abscisse. 


dy 2lJ[VX‘  -+-  2 (5«*  — r)!1-!-  9e] 

rfi  ~ (Th^x3^ ) ( 3 -+ - x*  )* 


. Cession  est  nulle  pour  X = o,  et  positive  pour  de 
e*  valeurs  de  cette  variable;  la  courbé  est'par  suite 
3 a l'origine,  à l’axe  des  abscisses,  et  cotnmence  à 
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^ de  cct  axç,  du  côté  des  abscisses  positives^ 
J ^Xlorl  (a)  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  que 

certain  point, 
püis  qu’elle  le 


s’être  élevée  jusqu’à  un 
sW»  / ^ ^ 'Il  veïS  l axc  des  abscisses. 


•’Vv 

* '*  <p  5 ” — 

A C,.  autres  termes,  il  faut  qu’elle  ait  un  point 
Y’ équation  en  X*,  * ■ 


''»KSN5KCSsj2 

(*) 


v.l*  *4-<s  (5e  — i_)  X*  -t-  ge  = o 


• • ^ I 

ait  scs  racines  réelles  et  positives,  ce  qui  exige  que 


’ — i<  o 


mais  cela  ne  suffit  pas,  il  faut  encore  que  la  courbe  ait  un 
point  minximum  au-dessous  de  l’axe  des  abscisses,  ou  que  la 
plus  grau  de  racine  positive  de  l 'équation  (d)  en  X rende./ 
négatif;  mcar  alors  la  courbe  coupera  d’abord  cet  axe  avant 
d’arriver  âu  point  minimum  et  le  recoupera  une  fois  au 
delà,  puiss-que  l’ordonnée  finit  par  devenir  positive  et  indé- 
finiment ^croissante.  L’éliipination  de  v entre  1 équation  (d) 
et  V inégalité  j-  < o,  qui  correspond  à la  plqs  grande  racine 
de  celle  *r  quation,  conduit  à \ 

_ (nV  -+-«>>*—  >o. 
“>+i)(^  -+-9Ï 


arc  tangX  == 


‘ Le  premier  membre  de  cette  inégalité  et  sa  dérivée  sont 
nuis  pont.  X = o;  la  dérivée  devient  ens.uite  négative  quand 
X crôît,  redevient  nulle  pour  la  valeur  X sfï  a partir  de 
laquelfe  elle  reste  constamment  positive;  fepremid  mem 

v * , . ji~***\ f devient  nul  pour  une 

bre  commence  donc  par  être  ireg*11'1 1 ’ r 

valeur  de  X supérieure  à pu^s  reste  constamment  poaî 

cif.  On  voit  ainsi  que  l’on  salisfer»  à 1 ini%alné  precedente 

pour  toute  valeur l de  1 plus  8»”de  qUCl*  r*C,n°  f°’"m 

de  i 'équation 

tn  V f>I 1 - = <>■ 

arc  tangX  - çjz^Tf 9>  ^ 
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r°i>v, 


e f. 

*o 


3riJ 


tbaité  Cémenta,»,, 


cxnont 


pour  valeur  approchée  de  cette  racine 
? ==  2,5?q3 


.?*P°ttr  ; 

°V^  * ^Iei)  * . - - . 

. • correspondante  de  e,  déduite  de  I’équa- 


= y — ■ =:o,  tia3. 

4*p 


S,,, 

y..  *V/>  . 

^ fs»  • I f*  • 

/?****  (q)  !°D  (d)  aune  racine  pins  grande  que  a,5ag3, 

/’  iourn'ra  P°ur  ^ deux  racines  positives,  l’mu» 


ce. 


A 


"“Ü- 

a® 


Si  A 

le»,  * 


ç.  3|Jtre  supérieure  à cette  valeur  pour  laquelle 
so/,eS  S°nt  égalai  d’où  il  suit  que  le  problème 
étions  lorsque  , •■ 

ii^>2j5?93,  «'<0,1123  - 

* Pour 

v->3;  , . * , 

j ^ _ }|=T2,52 C)3,  «>=0,1123. 

^ ^de/îniment,  la  formule  (<l)  montre  que  v tend 

* la  relation 


r> 


*Xiï 


4*p 


= 0,1123 


t,s  grande  vitesse  angulaire  compatible  avec  J a 


•y  ^ | , ■’ fi'ande  vitesse  ang 

' ^*t,'  XV» , . Ellipsoïde  de  révolution.  En  faisant  décroître  n 
. ,,nnte jusqu’à  zéro,  l’une  des  valeurs  de  X atjg- 
V-^  "*  ^1$  E(i/)in,ent  et  jVatltre  tend  vers  zéro;  l’un  des  el- 

^ aplatit  donc  de  pluS.èn  plus  et  indéfiniment, 

' ^ 1 autre  converge  vers  la  sphèbe  qu’il  atteint  lors- 

■AiCetle limite,  il  n’y  a plus  en  réalité  que  la 
1 «oit  une  forme  d’équilibre.  • 


' ■?»  . "B  t f*s  'l  un  mouvement  rte  rotation  très-lent . — — Si  la 

> *•(>*...  i : . * . . .... 


4 1 est  leès-petite,  J ’une  des  racines  de  l’éqùation  (n) 

fès-petite,  et  en  prenant  , ■ . « 

>» 


arc  tang  X = X 


3 -h  À’ 


T"1- 


»'  t» 


À* 

9 
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/A  *<>  n.  donne,  en  supprimant,  le  fadeur  eotn- 
"*  / yv  'Séant  ensuite  les  puissances  de  X supérieures 

> HS  V _ c 


y_.lî 

-e.. 


^av\6Stlûent  sera  à peu  près  — » puisque  les  deux  denii- 
• s°Pl  c cl  c y 1-+-X1  = c ^ i — ^ - Oi*  Pourra  prendre 
poar  l’accéléra  lion  centrifuge  à l’équateur  et  4 Ttc  F 

( J ^ 4 

■ ce!  Je  de  l’attraction  à la  surface,  ce  qui  serait  des  va  - 
s ex  .actes,  si  la  Terre  était  exactement  sphérique.  Le 
■ort  <;ntre  ccs  deux  accélérations  ou  les  forces  eorres- 
lant^ss  étant  3r,  il  s’ensuit  que  lorsqu  un  fluide  homo- 
• toi -^.rne  autour  d’un  axefixe,  et  s écarte  peu  de  la 
e sperjhértque,  son  aplatissement  est  égal  aux  cinq 
ts  d^- 1 rapport  de  la  force  centrff  uge,  mesurée  à l èqtta- 
à attraction  à la  surface . ' 

mtr—  « racine  de  l’équation  ( « ) , très-grande  dans.l  hy- 
isc  -actuelle,  peut  se  développer  en  série  convergente 
iné^^  .suivant  les  puissances  useendatUes  de  v.^I  subi 
ce\^>  d observer  que 

* X I .1.1 

..  ir  l tc  1 . _ (-•••> 

ngX  =?  - — arctang  - > 3 V .5  V 


V+3 


(■  - S) 


...  - , ' ‘ „ ia  limite  o,ii a3  . pour  la- 

Si  la  valeur  dur  surpasse  . | t,|li  ]du 

. commsiiQul  I.  , .,l„s  admissible,  il  ue 

b ^ ,>eruianenie  du  liquide 

s cî^i  ebuelureque  la  A dissincr- 

,*  .*  - IIMîUCCî s *1  SC  tliSSIjlCi  i 

■os^iblc,  ou  qui;  le  iluxçlo 
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lc  cas  °"  !a  ^rc 


Si  ; 


Oy 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE’ 


’plj  t ^ _ V, 

Os’0''-"-3  Pa«  encore  démontré  !jue  la  fig 

. < ^«S  K ^ SP.nlf*  ntll  miivinnt  À !»/•  -•IM 


est  fieu  differente 


?**£f**  Pt-n/*  SCule  1ui  convient  à l’équilibre:  on\’, 
U,.  U|tVé  I I i />  •' 


tô 


ure 
a 


*ePeüf  tt*Mçqj<,asse  Avide  en  repos  dont  les  molécules  s’at- 
/ ^’e  (î,nent,  quoiqu'il  soit  naturel  d’admettre  qu’il 

**■  é(r„  


jjj  Vc*  (Iue  sphère  est  la  seule  figure  que  peut 


**!* 


•***. 


Car  e/^>i  ' ,Uii  pas  se  faire  que  v,  surpassant  à l’origine 
y-(^}  et*  *Ia^*  %ure  d’équilibre  Cnit  par  devenir 


être 


autrement. 


. </’  • côvo^ntion  ? Rien  ne  paraît  ,s'y  opposer, 

4S  , ^ ^ t>,  ^l*Ssant  de  plus  en  plus,  la  masse  prendrait  une 


éi9  Cj^ti  *ab'on  p/us  faible,  et  après  un  grand  nombre 

' 1 ri  -'fi  *s  si. • /j  i,._  r__„  


et  s3  _ successivement  réduites  par  les  frottements, 

«ïl*»  ' *>.  <nc  , » n - -T? 

^ 4,;iU  *’  on  comprend  qu  elle  puisse  parvenir  a un 

x ’f  rv  •>«<!. f * «.  ...v  /innrlifiAne  r» no/wi»! nn<n« 


^ Cotent  satisfaisant  aux  conditions  précédentes, 
eOtie  une  figure  permanente. 

'•s',' 


(y  1 Sl  donc  conduit  à chercher  sr,  pour  des  condi- 


'V 


e ej  donn<;es  du  mouvement  de  la  masse  fluide , 


o 


. ***«  valeur  du  moment  de  rotation,  il  y a tou- 

^fign 


r*  , • ^ 

elliptique  de  révolution  qui  convient  à 


•R(1}  ef  J il  n'y  en  a qu’une  seule. 


? = 


25  p-5  (4  P 


»X  ^ fd)  donne,  en  y remplaçant  K'par  sa  valeur  en 


6 AI3  V3M 


)• 


^ déduite  de  la  formule  (a)  (n°93), 
o^(.  , Vj-J  T3  H-  X»)arc  tang>  — 3> 


4.v  r • 

eqnation  que  doit  vérifier  A,  q étant  -une  donnée 
1 *>  r 11  otonvement  primitif  de  la  masse.  Or  il  est  facile 
l ^ *V  ce,,e  équation , dont  les  racines  sont  égales 


' Dy  et  de  signes  contraires,  a toujours  une  racine 

\ ^tiveetqu’cllb'fi’en  a qu’une.  Èn  eflctj  en  déve-- 


-M 


/ 


I 

<r 

P 


nu 

iitiv 


m-- 

h déri 


I 


gu  est 
«int  nul 
il  es/ lui- 
donc,  pui 
duplique 


v.£r, 

lipsoïde.  - 
Mrfice:  ou 


I . ■ . 


il  ïifljf 


Wfflposil 
-1 


r= 


«!» 


Urtitdc 
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en  série , on  reconnaît  -que  le  second 
S,\U^  Pour  ^ = °i  et,  comme  il  devient  infini 
riï  ,eCu  q« il  y a au  moins  une  vâleur  pesitiyè  d©X 
ÿj.  V^M-membre  égal  au  premier.  Pouf  démontrer 
‘ ^ tist  unique,  il  suffit  de  faire  voir  que  là  dé- 
,C^Và  membre  est  positive  pour  toute  valeur  po- 
de  X Si  r on  pose 

(3  + X>u’  " v(i+aV) 

= ~ arc  ‘"’S**  d '°-ù  f W = 

lyéti  dont  il  s’agit  est  .* 


^ (i  jjirctangX 


c)(3‘+  tV) 


/(')] 


st  nécessairement,  positive,  puisque  le  facteur  f(^) 
m*_l  pour  X = o,  et  sa  dérivée  étant  toujours  positive,  . 
Ju  ». -même  positif  pour  toute  v aleur  positive  de  X.  Ainsi 
p«c3ur  chaque  valeur  de  f]  on  d.e  p,  il  y a unefigore 
iqL^âe  de  révolution  et  il  n’y  en  a <qu  nue  seule. 

J^Zxpression  de  la  pe  s tintent'  à la  surface  de  l el- 
le Soit  g la  pesanteur  au  point  (x,  y,  2)  de  la 

■es55  on  a,  d’après  les  formules  (2)  du  n 1 
' ' . • > arctangl 

„■  R = 4 C*  -+->•’) "x3 

• t-X'n  arctangX  — > 

• • * Q = P = 4irp  — — iV 

I , .*  * * * * ' ' t • 

j . 1 trois  axes  étant 

imposantes  de  g suivant.  i©s 

, . — . Px  -+-n'x’, 

Rs,  — 


g = ^ ’ 

..  j n- au  n°  92, 


vertu  de  l'équation  (**)  c^’ 


-L  R ' ‘ * 

— 7+V  V.V  , ' 
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'•Oïl.  ' ■ 

t)h  Cette  valeur  en  fonction  de  la  latitude  /, 

tan  j- o 0,3  s 


y Q S supposer  tjuo  Je  point  est  compris  dans  le- 


O/, 


tto 


'A, 


/ IV  C31  uiuipii; 

— o.  Au  moyen  des  relations 

Y 


i-hP 


:C’f 


dy 

- = tang/, 


«■  = 


llr 


y/ X — f-  COS1/ 

est  assez  aplati  pour  que  1 ou  puisse  négliger 

Püissance  de  3,  il  vient  . 

Pc 


■ h 


o -U 


*<.v 


varie  ainsi  proportionnellement  au  carré  de 

[recette formule  sous  la  forme  . .• 

g = i(i — A'çoszt) 

*nt  deux  constantes,  dont  la  première  représente 
**  Apesanteur  à la  latitude  de  4 $ degrés. 


't  t K 

^eu 


«S 


relative  à la  possibilité  de  l'ellipsoïde  à.  trois 
*****  inégaux  comme  forme  d 'équilibre. 


* c°minuer  la  discussion  (*)  que  nous  avqn* 
>>*  J*4'***  au  n°92,  nous  allons  remplacer  la  varrnbU;  «•. 

(4|?  fyj  et  (g')  par  une  autre  variable  Ç uo- 

■»  ^ t*ar  J a relation  » 


ïi?î<l5'er>  d8  Koonirabcrg  (Journal  de  CrpHe.  t.  XXIV,  p.  44,  l8<ï),a 
V J | ' U] i er  celle  discussion,  qui  a ôté  reprise,  tnodittéo  ot'complelee  par 
**««,.  ° dont  nous  artiiis -emprunté  la  méthode  ( Jaurnat  de  Malhcma- 

3 *t  app*iquéc$t  t.  XVI,’  P-  24  I *8S  I ). 


ces  fo 
("il 

0 

(8) 

(5)  9= 


etfPttdt 
lion  (-)  m 

*<«.*< 
/Jo.‘  petit  0 
ont  l'axe  di 
Pour  dm 
w*r  mend» 


F = 


«œ 


posant 


« 


N 


< 


**/ 


que 


i 


/«/ 
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H 


. i* 

— -=■>  ou  »^=  - 

v*  « 


X3’ 


t ~ 


i -H.V-» 


1 -h  «JC'C-+- ■»)(*«;  -h  i). 


V 


î*i>’  7 


20  ■( * 1 ( ^wp^  3" 

"'TT  M3  \ 3M  J ’ 


25  *3 

7 = 

îles  deviennent  • • 


_ « r”  çrfg 

^ ./o  (*?  ■+“  *)  ( tÇ>  — H-  *)R 


I +&  i (j  -i-  r)3  r 00 

‘4  (*5-+-i 


(")*“ 


(*0 


j^__. 

)(/ç  + i)R’ 


reviennent  les  inconnues  de  la  question.  LYqus- 
tanontre  que  l’on  a néçessaireineut  ou 

=C,i,  ou  encore  C<C  b,  e -<I  «»  c’est-à-dire  que  le 
_-t  diamètre  principal  de  l’ellipsoïde  est  dirige  sui- 
jm:  de  rotation,  ce  que  nous  savions  déjà. 
iBiscuter  l’équation  (7)  » l'o jïi'éseiilons par  F son  pre- 
embre;  on  a * . ’ 


>ant 

X. 


f -(>-‘-0 X ?s “1  T-  • 

nt 

__  /**  g'(t+t).  ( 3 — ^ — 0 ç— x<ç’]rfç, 

Jo  R1  L 

-p(^+ 0[?  ^.(3  — 

•/O 


^1 

<r 

’c  que 


dF  A - 

— — Ao 

fis 


Ai^> 


. , .rVciueniem  dans  F,  on  doit 

5 et  t entrent  symeirn» _ 
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d F 
dt 


’ 0,1  t>r> 

et*>ehtP  Mf  r]t: 

</  />  °ntref  ffUe  A°  et  2 A«  + :VAi  som  néctssai- 


l*^s  j en  t'/Iêt,  en  intégrant  J’idéhtité 


: A 

. * °«  »fr. . 1 .•4g-*-(3  + *-M)g--a«fP  — 3*f6« 

, ■ *<>**.  RJ  a(i«+i){i{+i)» 

//3j  ’ ** 


VN 


^ Octant  de  la  première  équation  (ii)  la  moitié 


11 1ère, 


on  trouve 


: 3 f-  £Tg±0  (I_,_  , H-  ,,<?)  rfç- 

*Jo  R‘  ' 


Aj 

**^5  ^ 

% **S  ta  deux  équations  (xi)  et  l’équation  (iî),  mul- 

O j 

^ectivement  par  i,  — -»  il  vient 


- bs  : *•■:  \ 

K.  ^ sPection  des  valeurs  de  Ao ■>  2 3A»,  oit  voit 

"M  - ‘ ’Ohf  ^ • . _ 


Mï 


> t 


tieJà 
n?p 


nécessairement  positives. 


. dF  dF  . ■ , r 

que  les  dérivées  *-j— » —7-  » mises  sous  la  tonne 
ds  dt  ... 


' — .'  (■  -3,)'3(îA<  + 3A,)’  ' 

et  qu’ainsi  la  fonction  F est  décroissante 
J w ^t» . °a  fait  croître  d et  t.  ' . ’ 

11,16  Va^eur  de  t comprise  entre  o et  1 , l’équa- 
’ admet  pour  s-  au  moins  une  racine  comprise  entre 
limites,  puisque  les  hypothèses  s = o , s =c  1 


«F  / - \ s 

"dt  ~~  — A,  M — 3‘  / — 3 (xA°~*~  3 A , ), 

l,ves,  et  qu’ainsi  la 
°n  fait  croître  s et  t. 


ou 


mai 

(ion 

s'aim 


riant 


eompr 
l'équat 
Fiist 
répondj 
oulle  qu 

m les  va, 
fat  i est 
Ea  design; 
'«jnitjon 


('^1  (*— as 


'Biflû 


pea 


de  1 à 7, 


tfeliJ: 


non 


l , 


m 


d'où 
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C»IV  * . aires.  ceue  racine 

**  Z J C"  adraetta.nt  (P’a  y.  en  ait  plusieiys, 

, a»de,  comme  on  doit  avoir 

' a^-.ioW  + ' ■•••  ï\  •..> 

r-t-*.<z  «j.  . 

"sant  décroître  s depuis  s'  jusqu’à  zéro,  la  fonç- 
ant en -croissant  à partir  de  zéro,  ne  peut  plus 
> et  par  conséquent  l'hypothèse  d’une  seconde 
>t  inadmissible.  De  même,  à cliaque  valeur  de  s 
; entre  o et  t,  correspond,  pour  t,  une  racine  de 
n (7)  comprise  entre  les  mêmes  limites.- 
is  décroître  s à partïr  de  sa  plus  grande  valeur  t, 
11  a t = o;F  augmentera  et  ne  pourra  redevenir 
e si  t augmente;- on  finira  par  avoir  # = fT  puis 
aïs  il  est  clair  que  l’on  peut  se  borner  à considé- 
sleurs  de  s et  t pour  lesquelles  s f,  en  supposant 
-t  le  plus  petit  des  deux  demi-axes  de  l’équateur. 

uant  par  t la  valeur  de  £ correspondant  à s = t, 
-»n  (7)  devient 


-2T)  f 

' -,  vo 


ZdÇ 


( vÇ  1 )*  ( Ç-H  r)  * 


(rÇ+l)*(5  + l) 


f . 
Tl 


peu  supérieur  à et,  £ -variant  de  o à t,  s varie 


• • • 

ssion  relative  à la  "'Vitesse 

angulaire.  — On  a 
• * 

rdv  - 

. ’ ! ■ dv  =■  —j-  es  — t— 

ds 

dv  y 

dt, 

dt 

T*-*-  ..  • 

1 OU  . . - 

a dt  (dv  dre  __ 

. ~~  d¥s\de  ds  dt  dt  ) 

. ds  ' ~ . 

• 

• ’ 0 

y % 

• 

• 

• < 

*°4 

G,. 

. ,eoPo, 


f ' - v)  * »■  =f^^’ 


ÏBA.TÉ  ÉLÉMEUTHRE 


17. 


di>  • 

a,*=a'+ 


!(*  1 ■ • # . , • j ■-*  ■ ’ ■• 

13  symétrie  de  ^cp  et  t,  en  doit  avoir  aussi 


• »>  d»  / (\ 

t/e&„  • a^  = JB.^-+-  B,f  (y-r-7 


4*  V 


* x_' 


’,il  B,  est  évidemment  positif;  il  en  est  de  même 
eu  retranchant  de  4 Ho  l’équation  (ta),  il  vient 

f0  TF^1  —s  — t-f- st?)  r/ç  > ol  . ! 


) '■'ttv, 

' <ie  ^ j • 1 ’ rff'  dF  d»  rf.. 

v “M  devient,  en  y remplaçant  — , — , — , — 


<lc 

Va^emS) 

f. 


"■  il— ri  r 1 ' » ' - 

,/p  I A„ B„  -f-  — Aalli  *t  -+■  — Di  {2  A,  -f-  3 A,  ) >t 

dt 

, -+-AaB,  -t-  t — — ■ J ». 

51+'-l«=- (—!')-'(— r)>^ 

**  ,>st  négatif,  ou  voit  qne,  lorsqu’on  Tait  varier  t 

^ . >•  p ^ ^ ' . * # • 

■v  ^ CS1  «ruissaut  et  atteint  son  maximum  <>'  lorsque 


: °>  on  a v = o ; car 

’r*  "c 


r'I 


(^Ç-+--2)’  -; 


Sfty. 


r*tx 


_ • / • 

01 1 avec  t.  Ainsi,  à chaque  valeur  jdê  w comprise 


1 
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^ I \ ^ fePon<l  un  seul  couple  de  valeurs  réelles 
' jy.*  •'*  Ki  Cs  e^'Ps°ï des  obtenus  de  cette  manière  soûl 
w t'Y  1 ellipsoïdé  à trois  axes  inégaux  ne 
surface  d^écjuilibre.  •'  . 

*>0^  ? w au6mebte  et  que  s et  t se  rapprochent 
x*  ellipsoïdes  tend  de  plus  en  plus  vers  celle 


v • *'V/**^  «w  j^Jiua  eu  jiiuo  vvij  vw»»v 

• Èinpsoïdcs  de  révol  utibn  don  t nous  nous’  sommes 

» plus  baut,  et  elle  l’atteint  lorscjiie  e==v'. 

’ usston  relative  au  moment  fie  votation. — L’cquf- 
>)  donne,  eu  égard  .âux  formules  (i4),  •' 

• % \ * *•  * • . • 

. I (.«  -h  t)'  t dy  •<•/*»  - \ U : ■ 

— - -r-  1 ~ ds  -+-  — dt  ) 

Ut)*  ^ J 

— H- 

* 3 .(sty 

2r  — 4r  IrfF 

— • V I 


^ f-c  •+■  r)1  dt  | J-  cio 

uty  '"iL* 

ds 


( St  2 

] r/F 

3 c C * -4-7)  ' ] «'f 

_ [_,/.*  3-V  ^H-0  J dt  i 

-remplace  par  k»™  valeurs 

y ■ * ds  dt  fis  dt 

Cdo  , . 2*  T*. U _~|  r/F 

Tfc  "+"  3f(#+ï)  fit  * 
mple  permutation  de  . lettres  donnera  la  valeur  de 

• / ' , 

' ' St  A, (3h-/—  4*0 

’ ■+"  2Aj  — — -ï{iA«  3A.)  ■ 3 . J+  t 

f'+-t  3 ' ^ . . • . , 

A • ‘ ...”  ' ‘ V -,  . S-\-t 

’ (j*  .*+-  t)  -h  — si  — ( Ao  -4  4 * ’x 

»»  . • st  \ / 3 A.  H- • 

<T  A-rt  = U / 


.«  t-  t 


TRAITÉ  Élémentaire 

4 f (C'  + C^  + C ,V)dm 

D/.  v *>-  • VO  * 


<lo 


cc 


r/s 


f/Uç 


^ î + /<I1nna  f . • • • v 

• a ^ 4s/>(f  -f-  /J’ — 4"  = (*  — > », 

|V  **«*■.  ^«C,  est  positif,  et  par  suite  C,  et  Ci. 

-Jt»  4 


JÙs<ftl'^  ,'v<ïe  f3 


n V ^ étant  négative,  lorsque  t croîtra  de  iéro 

en  décroissant  et  atteindra  sa  plus  petite 
°^squc  j = t — t,  ou  que  l’ellipsoïde  sera  de 


«Oe  4.  T>  , ■ 

û0  J ^ * °«r  s = i,  r = o,  'l'équation  (p)  montre  que 

> ïvj  ,Jsi»  y prend  toutes  les  vâleu incomprises  entre 
^ ^orsque  t varie  de  t à zéro  et  s de  z à i. 
cl’9  ,Ue  va^eur  dc  <1  supérieure  à (f  répond  un  çeul 
’ équilibre  à trojs  axes  inégaux;  mais  pour  ?<?' 

*>t  - de  révolution  est  seul  possible. 


* axes,  ils  seront  donnés  par  les  formules 


,(fv 


ltî?l  <">'■■  ‘rfr  *=£: 


««on 


</j  -f-  £?  rit  = o , on  tire 
dt 

. Ao  -+-  A,»  A 

<tr  ci  ; ; — ; <“  » 


Ai 


• A,r 

AV(r- 


. / . aiii — t } »/r 

‘t(«)  = sdt-t-ids  = - 1 i 

, °>  ■a0-f.^i£_. — étant  positifs,  st  croît  avec  t, 


ï. 


;ti 


„ **s  petit  axe  atteint  son  maximum  lorsque  l’ellip- 

<*  nWAtfw,. 


,ro»vpr  fo  maximum  de  o ou  de  r»*,  il  suffît  de 
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dam  lcs  équations  (4)-  et  ($')  dun*92. 


-\X  ^ ,3v)+-(3:*-. «4^-4-  3X«)arctaifgl,  : 
0 ^*)~T  (3  V ) ( * ~t~  VI  arc  taneX  v 

■r  . 4xî  ■ - “»  ■ •.'* 


• ^ * 1 >3946»  ’ 7 ?=  0, 0^356; 


. * " T =3  0,3395, 

e,  pour  l'ellipsoïde  de  révolution,  noos  avons 
i limite»  - * 

. J * * • " «*. 

> = 2,5293*  y = o,nî3. 

• 4 t*P  , . • . •• 

*•  , * : ‘ - - 1 * , . 

stipposonsque  lescondi  lions  de  mouvement  soient 

a Terre,  pétant  la  gravité  à la.  surface  et  R le  rayon 
moyen,  on  a;  ' 

* • ■>  - ' 4 « * • •* 

• g — S-TrpR, 

t — — — représentant  le  tiers  du  rapport  delà  force  ceû- 
J * S ^ \ ' 

'équateur  à ia  pesân leur  , a pour  valeur o, 0014986. 

nt  pour  unité  le  plus  petit  demi-axe,  on  trouve 

leux. autres  19,57  et  1, 018,  tandis  que,  dans  les 

militions,  les  deux  ellipsoïdes  de  révolution  qui 

à l’équilibre  ont  pour  rayons  à l'équateur 

li  et  680.  Donc  dans  ce  cas,  l’ellipsoïde  à trois 

;aux  est  trop  différent  d’n»e  sphère  pour  que 

se  supposer  que  la  Terre  en  affecte  la  forme,  ce 

accord  avec  ce  que  bons  avons  dit  plus  hautd’une 

générale.  . 

_ . . . • ,„çce  angulaire  .diminue  de 

Marquera  que  si  la  vitesse  & 

1 , *.  -,  v» /rtiiatear  dittère  demoins  en 

•us,  le  petit  axe  de  1 é*jviai«  . • , 
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-*>**,>  <*>■  «tre  co JV  Cnxi  a, 

• P ,,0m9 géi.„  * Pc,  a/>Crc,i  • °ns«1<hos  ' 
^ Ües  et  „ 1 " pj<W  -u  s»r  /a  /-  <?U« 

-,  * ; 8n'c**tant 
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C surface  au  ** 

Ql*  . ,'  • . CerHrO.  I .si  nr 


blè*0. 


^ntdevue  oK  rC*  L^r°W  edegr 

1 ° 1-anl  • Pl  18  Séaé^l  pvé^t€  q»c  <*a  ^ 

' «*.-  .*H«*>WC  parvenu. ü iM^SU»4* 


* celui  d 


r <u*î  spbéroïde  peu 


^ v Cl  > , . . rCslt! 

fï**.,  «corder  celle  question  il  nous  e, 

^ d équilibré  d’une  masse  Ûuidc  ^ u»5'- 

O ^^>uvement  uniforme  de  rotation  fs 

4%ure  diffère  peu  d’une  sphère.'  <rèrl\ ' - 


Î*  * 


• • .J  hO*rlUZ7  ft* 

*2  'éçitzf i b re  ri % une  rna&çe  ‘fltude  * il  ^ 


* zA.rt€?  s fj?7ie*^rc*. y .ctnirnèe  d'un  mou^ 


Gontitruons  à désigner  pa^ 


cl u Système  et  négligeons  le  pro< 


I m.  est.  xi 


• *,v't3“p . * ^ ^ 

écessairetneni  itcS'l,L> 


:v-.ïk 


i ^titre  la  . sphère  et  le  sphéroïde  on  3i  P ati^ 


^>"1  hrce  eentirifuge,  en  conservant  les  t» 

^«apitre  XII, 

*ïn  = O = 1_  «ht’/Vl  V, 

C * - :v rVp  ?}’ 


x%  sin'{  © ==  - — 

”■'*  - . ^ 2V  Z" 

h " au^‘ond  _ membre  est  un  cas  Parl’%*  ^ 

* Kl*  reuiplâçabto  par  ^ ^ ^ 

» de  .la  formule'(iS)  dun°  80,  iiéglitf6* 

’ t*  ajoutaut  le  résultat  obtenu,  à I 

éga/er  1 e tout  « uue  constante  C,  on  O 
^ def  I;i  rsui*faç^  cl  Vquilibrfi  : ",  p , 

.V  S «•’■**<’■'  = — te  > -V  f***J&£ v'5-  V ; . . 

^ ^ A.»-ÎWc‘.  . 


■^son  déveloj Z„,  et  identifian1 
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n A1TÉ  ÉLÜMENTAIRe 

«il  trouve 


^k’C  * 


-^.^+4«rVZ.-»-42^:^G, 

d P 


■ l\étcv**M,1^>  mais  en  SC  reportant  au  n°  82  on 

Z*>  lt>1'  osv*-.’  ainsi  que  Z0  ; les  fouettons  Z,  pour 

peut  le  su\'V  ■ - posanl  . • ‘ : 

v>OS0lU^C*5  * • . • 

• • • • *• 


3 "p 


,lont  le  carré  est  négligeable,  et  I on  peut  par 
aérer  V attraction  "totale  comme  égalcà.sa  composante 


sui- 

lercr  i üvh  — -**■  s ~~y  * 

ant  le  rayon.  La  formulé  (i5)  du  n°  80  donne  pour  cette 

composante,  en  supposant  a=A(t  + Z,)  après  ia  diffé- 
rentiation par  rapport  à a,  . 


_ 4 . / Z,\ 

■Â“3  p^'A,f" V' 

et  si  Von  en  retranche  la  composante  semblable  de  la  force 
centrifuge,  on  trouve  pour  la  pesanteur  à la  surface 

g = .|  irsp^i  -i-.|  ? hL  | - 1)],  : 


*•  * * 

• • ' c.  t scit&ibleme“t  é8alc  au  rapport  entre  la  force 

TEZSt  i"*i''“ie''rà  u *w 

„=.(.+-z>>f (<*'— ?)]/ 

. i';.„,iaCiori  polaire  d.  un  ellipsoïde  de  révolution 

ce  qui  est  /<//““  ' 5 

i • t-.i\  ri  dont  1 aplatissement  est  mesuré  par  -y  o, 
aplnti  % ’ • 4 • 

' ult  it  conforme  à celui  que  nous  avons  obtenu  au-n°9-4. 
^L'aliraclion  totale  exercée  par  un  sphéroïde  homogène 
différent  d’une  sphère  sur  un  point  'de  sa  surface,  ne 
donnera  perpendiculairement  au  rayon,  qu'une  compo- 
s mie  du  même  ordre  de  grandeur  que  l'aplatissement,  et 
i le  carré  est  négligeable,  et  l’on  peut  par  suite  consi- 
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ai» 
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,a  ,o9l- 

iU 1 . \a 


«»*,  »*on. 

».  fctan  homoffèno  a J • . ,cs  V fed'  • 
ia  »•  . '-’fe'-ne  clans  toutes  , Ae  1 

it 


tiv 


'C  que  la  pesanteur  éprouver**1  / .jeIïCe 
' \’e*P* 


« coi i si dérant  )a  Terre  comme  fai* 

M.jcî<b  hétéroerène.  ' 

nl1 

^ ^ \ • , 

C m fisse _ /Z u * <•/ e /lomogènç,  anirnee  a es 

^ ion  itriiforrrié  , est  souniise  à des  f°rC 
^ indépendantes  de  la  forme  d e<j-  ^ f'  * 

ese.peu  différents  d'une sP  U^t0 * 


'«&■  _ 


Ce  cas  est.  celui  de  chaque  corps 


ce 


^ ^v^-e  de  s 

■ raison  dé  la  distance,  peuvent  être  ^ 

val  entes,  sur  la  surface  d’équUih«'e 


J 1 

étions  exercées  par  les.  autres  C ^ 


t ^5 


*> 


sa  sphère  dont  elle  diffère  peu.  n< 


r\ 


■*l  I1  a r *7T  a*  p . fs  la  portion  de /V 


cO 


n ta  ti  t 

**  /°,r,Ces  et  ^ la  force  centrifuge,  on  a,  c° 
k'eced 


r** 


fnt. 


- °** 


) 


' v i 


-+-N  = const. 


. ait  il  o o seconde  figure  dléquilibréreJ  * 

v.  a ("  t — | — ,3=-  — | — iv),  le*  développement  de  ' 

yÊ/**'  ' . - ■ * ^ 

7I  i^ri cjues  «5  t.-i  n t represemé  par  > W„,  il  vie** 
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lrV*hant  ces  deux  équation*  . . 


(f>) 


ï2 


w, 


— eonst. 


les  fonction» 

*-°'do°£  ’ZTo u“o9  compris  sous  1rs  *- 

' «rfaoe.,  1 de  spbcrc  (82). 

Z'  “^.  CpI^rdt^uoüoL  W - W.  ^«on* 

' d“il  Pas  renfermer  do  iern.es  do  oetto  na.u.e.  S.  done on 

Prend  Pour  origine  le  centre  de  gr.v.ld  de  l<  poor 

’**  de“x  surfaces,  leurs  rayon»  se  réduisent  à £ Z_  „ 
».  1 * 

'v.  8 Som  par  suite  identiques,  ce  qui  démontre  la  propriété 

énoncée..  ’ . • ’ 

lQ2.  Surface  d' équilibre  d'une  couche  fluide  homogène 
f>CU  différente  d'une-sphère,  recouvrant  un  noyau  sphé - 
composé  de.  couches  homogènes  concentriques,  _ 

" °iept  p!  |a  densité  et  c le  rayon  du  noyau  ; l’excès  dupo- 
ler»tiei  ^Je  son  attraction*  sur  une  molécule  extérieure  qnel- 
Co,‘Hue,  sur  ce  qu’il  Serait'  si  la  sphère  était  formée  par  le 

*Hv»ide  lui-mèine,  étant  F à-  ’ °n  CSl  r,mV>n«  àu  cas 

d hne  masse  fluide  homogène*  en  introduisant  cette  exprès- 
s,o»i  <Ji visée  par  4'7Ta*  (ÎOO)  dans  les  formules  du  numéro 
•'•'^cèdent,  et  remplaçant  a par  ôn  obtient  ainsi 

3 [’  ***. 5 1 P-  ~ P)]  ~ î * [*  ? (p'  ~ p)] 

. ' CO 


Zv 


N ==  const.; 


* . 

-*  v ne  disparai ss&nt  plus  de- cette  équation,  sera  indétçr- 
* né  ou  nul.  - 
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il  rty  ntt,  a t^’^tte  seule  .** 


a'{  j imposer  comme  ci -dessus  W0 
? **  «équation  aura  iiuYVo. 

pas  salîsfaire  à\a  relation 
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et 


la 


e"1 
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at*rî*.^»  * 


4^î>^  Entrai  i e , w se  réduira  à "W , et  il  y _ ("i? 

A'r  » C c fi  ■'  f'-r  r • rst;  rt 1 r'imsila.en  11111^(111(1 


‘♦'es  . surfaces  d’ écjiiVUbre,. puisque 
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L’ accélération  ^ égale  et  contraire  à celle  de  O,  appli- 

• c lU  point  ni,  parallèlement  h s * donnera  dans  le  po- 
'U  tiol  un  terme  égal  au  produit  de  son  intensité  par  la 
ecrion  de  « sur  et  comme  on  reconnaît  facilement 
îjue  cette  projection  est  égale  à «P,,  il  vient 

* OO 

v = | ~ i ( 1 «S.  Vv''p)  ■+'-consl* 

* a ‘ 

. • » . . 

Comme  on  peut  choisir  1?  constante  de  usinière  que  V soit 
mil  pour  ci  =0  ou  pour  le  centre  fle  grayité  qui  est  en 
repos,  cette  formule  se  réduit  à 

v=®  £ p„.£-V 

s v sv  * . 

* / a . 

Qu  obtiendra  le  potentiel  total  en  ajoutant 'cette  ex-, 
tnessiott  et  toutes  les  expressions  de  céttc  nature,  s’il  y a 
plusieurs  astres,  S,  S',  S", . . . , à celle  (17')  du  np  81,  aug- 

* -i  "’À5  «*a* V ' i\ 

meutéèdu  potentiel  — — du  à la  force  cen- 

trifuge (100)*,  on  trouve  ainsi,  en’appeLant  p la  pression 
,-t  en  sé  rappelant  que  les-  coriditions  d’équilibre  des 

iluides  se  résument  dans  l’équation  — =;  dV, 

• * * • • • 
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. i • ..  Jk  . V"“  2»JH  . 
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Z.  et  U.»  indépendante  de  A.  Cette  équatipn  devient 

• * * 

. ’ t ' . * • 

. • • . — 3 J pdf a^Z") — 3 a”-*" ü'„  = o, ...  v - • 

• . * P * * 

• • \ • . . • 

d’nù  l'on  déduit»  un  diflférentianl  par  rapport  à a, 


1 ’intégration  de  cette  équation  introduira  deux  fonctions 
arbitraires  entières  et  rationnelles  en  p,  y* — p*  sino, 

’j  y*  co*nt,  satisfaisant  à l'équation  ‘(5)  du  n°  73. 

1 une  de  ces  f°nGt>on8  80  déterminera  au  moyen  de  la  fonc- 
tion UV  cj1**  a ^^Pa*’u  par ‘la  difléi-entiatjonq  l’autre,  dans 
le  cas  d’un  noyau  solide,  en  exprimant'que  Z.,  est  le  même 
pour  la  dernière  couche  intérieure  delà  masse  que  pour  la 
surface  du  noyau.  Si  le  sphéroïde  est  entièrement  fluide, 
meune  condition  ne  paraît  devoir  déterminer  cette  fonc- 
tion, et  il  semble  en  résulter  la  possibilité  d’une  infinité  de 
surfaces  d’équilibre  -r  ijous  allons  maintenant  examiner  ce 
cas,  d’autant  plus  intéressant  qu’il  parait  se  ^apporter  aux 
conditions  primitives  des  corps  célestes.  / . 


|04.  Figure  d'équilibre  d'une  niasse' fluide  hétérogène 
dont  lns  couches  de  niveau  sont  peu  différentes  de  la 
sphère.  ■ , * • . • . , * 

En  se  reportant  à l'explication' relative  à l'arrangement 
des  fluides  pesants  hétérogènes,  on  est  naturellement  con- 
duit à admettre  que  la  densité  de  la  niasse  fluide  considérée 
va  en. augmentant  à mesure  que  . l’on  s'approche  du  centre. 
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nière  .jae  /iv,  cc  développement  ne  pouvant  pas  renfermer 
jr  (Crnle  indépendant  de  a,  puisque  F(o)  = o,  il  faut, 

l’on  puisse  identifier  les  deux  membres  de  l’équa- 
noui  que  ^ i ■ . . 1 

Hun  précédente,  que  1 un  des  termes  du  premier  membre 
soit  nul,  ou  que,  par  exempte,  - •. 

(»  + v + 3)(# v-+-2)=0,  f 

d’où  deusc  valeurs  pour  s.  Pour  chacune  de  ces  valeurs,  on 
identifiera  les  autres  termes  du  premier  membre  à ceux  du 
second,  et  l’on  obtiendra,  ainsi  deux  séries,  dont  ta  somme, 

\ prés  les  avoir  multipliées  chacune  par  une  constante  ar- 
bitraire, sera  l’intégrale  complète  de  l’équation  (5).  Mais 
dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  doit  rejeter  la  valeur 

s __ ( v -H  3)  pour  laquelle  Z„  serait  infini  au  centré,  et 

l’on  uc  peut  admettre  que  la  série 

/iy=  a,  a”-*  a!v  k1' 

Pour  v =*i  l’équation  (5)  est  satisfaite  par 

. 1 » * , 

-,  ‘ • '«»  » ) , 

A \ ' 

et  c’est  la  seule  valeur-  admissible,  puisqu'elle  correspond 
à s = v — . a*  plaÇanl  1 origine  au  centre  de  gravité  du 

sphéroïde,  Zi  = — X,  sera  nul  et  l’on  aura  a,  ==  o. 

A l’inspection  de  1 équation  (6),  ou  reconnaît  que  aé, 
a",...,  se  composent  chacun  de  deux  facteurs j l’un 
l’autre  indépendant  de  ce  dernier.  On  peut  par  suite  sup- 
poser «y  égal  à 1 unité,  puisque  cela  revient  à comprendre 
ce  facteur  dan»  X.„  ou  à remplacer ’ dans  cc  qui  précède 
, ÆvXy  par  Xy  tout  simplement. 

Pour  v>2,  v (v -4— i)  est  supérieur  à 6 et  par' suite 
. . d/i  , 

à 6F  ( a)j  et  Sl  "»  ct  sont  positifs  en  pariant  du  centre , 
ils  restent  constamment  positifs  'à  mesure  que  Ion  sap- 
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Si  11  est  ce  que  devient  hv  àla  surface,  ou  a 

| — j-i)a*H„  J*  pr/.AJ-K  p'd(  X»  = o, 

ou  pai  l’intégration  par  parties,  . . 

j^~-(2»  -t-.i)  U,p-H(2v  -I-  i)  H,  J*  ,l? 

— 3 jrA*/»v  x„=o.  . 

Or  tlo  est  négatif,  hv  croît  dù  centre  à la  surface  et  - < i; 

d'oïl  il  suit  que  l’ensemble  des  deux  derniers  termes  du 
coellîeieitt  de  Xy,  et  par  suite  ce  coefïîciqnt,  est  négatif. 
L’équation  précédente  ne  peut  donc  avoir  lieu  qu’autant 
e Xy  ==  ° l°rs4ue  V = 3 Le  rayon  de  chaque  couche  de 


que  ' 
niveau  s*-* 


réduisant  alors  à 


k(.-4-Z,-KZ,)f  '• 


ü sousuit  que  les  surfaces  de  niveau  sourdes  ellipsoïdes. 
Pour  simplifié1,  l’écriture,  nous  supposerons. dans  ce  qui 
suit  A,s=  ce  411’  njvient  à considérer  a comme  représen- 
tant alors  le  rapport  du  rayon  moyen  d’une  couche  à celui 

de  la  surface». . ’ , . ’ . 

Pour  la  Terre  on  a,  en  négligeant  dans  Uv  l’action  du 
Soleil,  db  1»  Lune,  etc., 

U,  = ~ 3^*  i^>==0>  U 4=0,..., 

cl  l’équation  (3)  dqnnc.  en  supprimant  l’indicfe  de  Hj,  /'»- 

I - i ?' "J[  ■‘•‘■kS+  ï-jC 
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jj aplatissement  à la  surface  de  la  surface , ou  ' • 

• \ . 

o H 


E = 


n H — • tr 


• <*{**) 
f.  J a 


5-  /•' 

• 1.  pA'eih 

Jo 

est  su/v:,'/eur  ^\eT  >rt fër,eur  ù limite  7 ? correspon- 
dant au  cas  <lc  l' homogénéité  (100).. 

première  partie  de  cet  énoncé  est  évidente  d'après  la 
forme  aimîydquc  même  de  l’ellipticité.  Pour  établir  la  sc- 
onile  partie,  nous  remarquerons  en  premier  lieu  que  les 
platisseinents  croissent  dans  un  moindre  rapport  que  l'in— 
versl.  ju  carré  du  rayon,  csir  h supposé  égal  à 5 devjeo- 
<lrait  iufmi  pour  les  couches  centrales  ou  pour  A = p.  Si 
doue  on  p°^e  ^ = u croîtra  avec  a et.l’onaura 

= ?“."*  3^7,  P**  = P“  (fà-»!  + A*dp)  . 

J p dWh)~uj'  p^-a3  j du  y\vp. 

• * m *,  - « 

u augmentant  4û «entre  à la  surface  tandis  que  /i  diminue, 
la  seconde  intégrale  du  second  membre  de  cette  équation 

est  négative,  et  par  suite  ".  ; \ 

j'pd'A'fi)  <£uj  Pd.j<afpd.ÂV  '•  '• 

'ot  un  rentplaçant  la  première  de  ces  intégrales  par  la  troi- 
sième, qui  est  une  limite  supérieure,  dans  la  formule  de 

5 • i «'  * 5 . 

l’aplatissement  à 1?  surface*  on  trouve  pour  résultat  ^ f • 


d’où 
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on  pour  a 
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. . H = A / sip  2 (/„  / •. 

\e)  Jo  A 

’WUe  est  l’équation  de  la  trajectoire  qu’il  s’agissait  de 

trouver. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  la  pesanteur  g à la  surface,  il 
-iitVu  (100)  de  changer  le  signe  de  la  dérivée  de  l’équar* 
lion  (i)  du  n°  Pa,‘  rappôrl  à a , puis  de  supposer 
___  | Z0  Ai  — i dans  les  limites  des  intégrales. 

Oh  trouve  ainsi,  eu  égard  aux  simplifications  indiquées 
plus  haut , ■.  { , . 

' * I * . 

=t4£(.-?az.-2z;)  (' Pd. r'Prf(A’z.V'.' 

a , . . t • ./ o ..  » ‘ Jv 

+ ^”I  'f  t-‘2J  — --Î  »•  »-  (p.*  — 3)- 

On  fera  disPara*lre  ^cs  intégrales  de  cette  formule  qui  ren- 
ferment Z*  à laide  de  l’équation  (3),  en  y supposant 
v = 2 *,  et  si  l’on  pose 

0 - i *'  f Prf-  A’  “ 1 f P d K'  H-  4tt  { ’ prfjpz.)  - | 

3 Ji»  . ' •'«  * ‘ Jo  . 

et  que  l’on  observe  que  ’ . . ’ * 

• ot»  trouver,  én  ayant  égard  à la  relation  (c),  . • . 

OU,  en  négligeant  le  carré  du  çoefficient  de  g’  — ^ , 

(/)  . *”G[V\(it~E)f‘i]/ 

Soient  L la  longueur  du  pendule  à secondes  à l’équa- 
teur, correspondant  à la  gravité  G ; / Jj  longueur  du  même 
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^ ^ 3^  » *1  vient  en  définitive  pour 

le  potentiel  cherché 


106.  Hypothèses  sur  la  loi  de  /«  variation  de  la  den- 
sité de  la  Terre* avec  la  profondeur.  — Les  considérations 
^précèdent  reçoivent  égalemen  t leur  application,  lorsque 
l’on  suppose  que  la  Terre  a été  formée  dès  l’origine  d’une 
seule  substance,  en  tenant  compte  de  l’augmentatioA  de 
densité  à mesure  que  l’on  s’approche  du  centre,  due. à. la 
compression  exercée  par  le  poids  des  couçhes  supérieures. 

La  loi  qui  régit  les  gaz  et  d’après  laquelle,  la  température 
restant  constante,  la  densité  croît  proportionnellement  à la 
pression,  ne  parait  convenir  ni  aux  .liquides  ni  aux  solides, 
et  1 expérience  semble  indiquer  qu’ils  résistent  d’autant 
plus  à la  compression  qu’ils  sout  plus  comprimés ; en 
d autres  termes,  la  dérivée  de  la  pression  par  rapport  à la 
densité  croit  avec  cette  densité,  mais  suivant  une  loi  qui 
n’est  pas  connue;  et  l’on  qc  ptsut  faire  à cet  égard  que  des 
conjecture?. 

L’hypothèse  la  plus  simple  que  l’on  puisse  faire  con- 
siste à supposer  que  cette  dérivée  croît  proportionnelle- 
ment à la  densité',  et  c’est  celle  qui  a été  imagincç  et  étu- 
diée par  Legendre,  et  qu.e  I-apîacç  a discutée  plus  tard 
dans  sa  Mécanique  céleste. 

M.  Roche  (*)  en  modifiant  l’ hypothèse  de  Legendre  par 
l’introduction  d’un  terme  ' proportionnel  au  carré  de  la 
densité,  ce  qui  a pour  effet  de  fendre  plus  rapide  encore  là 
loi  de  la  compressibilité,  arri  v*e  à ce  théorème  très-simple  : 
là  diminution  de  densité  oroit  proporl'onnelleraent  au  carré 
de  la  distance  au  centre.  Les  conséquences  de  celle  propo- 
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A,  B,  étant  deux  constantes  arbi  Irai  res.  La  densité  n étant 
point  infinie  au  centre  où  a est  nul,  B doit  être  nul, et  l’on 
a tout  simplement 

A . 


p = — sir»  a. rj 


et  comme  à la  surface  a = i , il  vient"  • 

(9)  P = . 

- A sin  a ■ 

, .»•  Si  l’on  nomme  b la  moyenne  densité  de  la  Terre,  on  a 

• * * , 

f'pSd  A==D  - r 

c/O  ' . c/  O - 

Or,  les  équations  (8)  et  (9)  donnent  à la  surface  . , 

J2 . . 


■p> 

d’où  l’on  tire 
(10) 


tarife» 


? = JL(V 

- p,  \ ‘ tar»«y/ 


'Pour  calculer  l’aplatissement,  nous  nous  reporterons  à 
la  formule  (5)  dy  n°  104,  en  y supposant  v ==  2 et  suppri- 
mant l’indice  de  /*,  ce  qui  donne 
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d'h  6/1 


p A3//  A 


/ ac/A 

=°>  "■ 


'<  djL*  A2-  ; Ç* 

•*"  1 * * ; 1 cÂ> 

# * ♦ ' * . • 

• « 1»  ^ -J** sous  lu  forme 

équation  quel  on  peut  mettre 
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En  prenant  — pour  cet  aplatissement,  et  5 ? - 0,oo865, 

on  obtient  ' • * 'fit. . 

> •.  ■■■■#'- 

q ==  2,54  . 

L’équation  (10)  donne  - 

P>  = o,458.E>,  - V ' 

et  l’on  a pour  la  densité  au  cen  tre  ' ' 

\*  t _ ' , * 

* P = 7Pi  = 2 , o53  I)  . 

La  pesantenr  en  un  point  intérieur  du  sphéroïde  repie- 
senlee  par  1 attraction  de  la  splxère  de  rayon  a passant  par 
ce  point  se  trouve  très-simplement  et  a pour  expression 


s = 4 


*IV 


A A = p,  (sînAr/  A q COS  kq)  t 


ou  en  appelant  g,  la  valeur  de  g à la  surface  du  sphéroïde, 
ou  pour  a = 1 , 

rsrn  a «7 a q cos*^ 


/sii 

r = g>\  — 


sin  q — q cos  q 

• * ■ ■ • • . ’■  » . i ’ «* 

Cette  formule  donne  pour  un  petit  abaissement  — ,$a 
au-dessous  de  la.  surface  de  la  Terre 

= - — o,6a6.i*. 

• • .#•  ■ * ; : . ‘ 

Le  rayon  moyen  delà  Terre  étant  de  6 366 000  métrés,  et 
la  profondeur  à laquelle  M.  Airy  a exécuté  son  expérience 
étant  de  38o  mètres,  on  a dans  çe  cas  , ■ , •" 


et 


— 3 A 


£g  = 
S<  ’ 
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«ombre  beaucoup  plus  petit  que  qui  est  donné  par 


0 «î« 

tionj 


CeL 

troc 

pot-  *- 

ÛOlL  » 


<fLÉ«®*T4U* 

TRAITÉ  ®A-  .“• 

-,  > î t <Tllt?  Ia  valctir  ci-dessus  Je  g re- 

r*ur.  Si/on  .oul^t  q ^ A 

i «dtl  accrorwem  rendrait  la  valeur  trop  faible- 

alors  l'aplatissement  P'*'  1 

..  Ainsi  la  loi  de  Legendre  ne  peut  pas  représenter  à 
d'une  manière  satisfaisante  la  loi  de  la  pesanteur  et 

■ ïsseincnt.  . . ■ ’ 

- Hypothèse  de  M.  Boche.  — Supposons 

P=P»(* — :PA*)>  . 

_ , . _ ia  densité  au  centre.  L’équa.- 

* une  constante  et  po  ia  oen*“c  n 

w y donne  • 

= -4.e..a.Q-§.’)  = -é’^ 

ioTinule  n<S(  âiiïère  de  celle  de  Legendre  que  par  1 in 
.ï  on  dans  le  second  membre  de  d’un  terme  pro- 
ri el  au  carré  de  la  densité. 

-avons  obtenu  au  n°  (104),  pour  la  Terre,  la  rela- 


. 

» »/o 


ptddA 


■ =r=  3,02 


cl 


L” 


f--  ...... 

remplaçant  p par  sa  valeur  ci-dessus,  on  trouve 

3 , <l’où  ...  . .'  • 

P =•*>.( • — o,8a>).  ' . 

t.  armant  a désigner  par  D la  densité  moyenne  de  la 

o ri  a • \ ..  • ’ 

/i 

pA’t/A  ï=  O,  5zpB  , 
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d’où  i 

■ — I»923  D.  # 

§i  l'on  prend  par  exemple  D = 5 , 5 , on  a p0  ==  10, 5 et  la 
densité  à la  surface  est 

p,  = o,  92  p0  ==  a,i. 

L’attraction  de  la  sphère  de  rayon  a.,  sur  un  point  de  sa 
surface,  a pour  expression 

r ’ 

g,  étant  la  pesanteur  à la  surface  d«;  la  Terre,  correspond 
dant  a a=i.  On  voit  que  l'accélération  g augmente  «à  partir 

de  là- surface  jtftqu’à  la  distance  a.  = ? pour  laquelle  elle 
atteint  sa  valeur  maximum.  x,o68g,,  laquelle  est  plus 
grande  qu’à  la  surface  de  plus  de  —7=  - La  pesanteur  décroit 

ensuite,  reprend  la  valeur  gx  pour  a.  ==  o, 655,  puis  dimi- 
nue rapidement  et  à peu  près  proportionnellement  à a, 
jusqu'au  centre  où  elle  est  nulî^e. 

Pour  une  failde  variation  d<?  -profondeur  au-dessous  de  la 
surface,  on  a ■ • . * « " 

V = 

Si  1,3  ••  ' 

et,  en  se  plaçant  dans  les  conditions  de  1 expérience  de 
M.  Ajry, pu  trouve  • " . •.«,  '■  . ••  . 

^ }.  — - ; ••  ■ 

g ~ 1 9530 

La  différence  entre  ce'résul  tat  et  la  fraction  donnée 

par  Inexpérience  est  évidemment  inférieure  à l’erreur  pos- 
sible de  l’observation,  dans  laquelle  il  s’agit  de  .constater,- 

sur. une  durée  de  24  heures';  variation  de’a  secondes  ? 

* ' 

: . . 
environ. 


Digitized  by  Google 


a 


_ J.îxïnira  de  ‘ e<ïuabon  • '• 

tl — ■ ’aplatfssemenl  se  de 

ili  + ^Tï4?  = ' °’  • . 

— _ _ . . . t au  moins  par  approximation*  en 

■ faudrait  m g ^ ,ati8sem<?m  à la  surface,  et  voir 

la  valeur  - - dans  des  limites  convenables 

Ve  SYilG  * a°ré£tTl'  l'observation.  Ce  serait  une 
« rustmrtion  de  l’hypothèse  de  M.  Roche  ; i^s  pour 
^ -»r~  5 ver  il  faudrait  passer  par  une  sene  de  calculs  qui 

* «2?  ixt  fort  compliqués.  ->■ 

— De  la  sta bii-ixé  de  t’ÉQCiLtanE  nW  masse 

- M_r.m  „omoÈ,E  ,».«(=  »'.»  mouvement  db  »oT4- 


i résulte  de  J 'observation.-  Ce  serait  une 
de  l’hypothèse  de  M.  Roche;  mais  pour 
Dar  une  série  de  calculs  qui 


aST  TIITIFOUME. 


- Concevons  qu’une  masse  fluide  homogène  ammee 
mouvement  de  rotation  uniforme,  soumise  à se?  ac- 
Miiiiuelles,  pouvant  recouvrir  un  noyau  central  so- 
is «Risse,  sous  l’influence  de  certaines  causes  exle- 
«ss,  des  modification?  de  forme  supposées  très-petites, 
jr» osons -nous  de  déterminer  les  conditions  nécessaires 
«^1  ue  ces  modifications  continuent  a.  rester  très— petites, 
£*r*"iière  que,  après  une  série  d’oscillations,  la  masse 
s <1  disse  par  reprendre  sa  forme  d’équilibre.  Nous 

■ ainsi  les  conditions  relatives  à la  stabilité  de  1 équi— 

»■  T arm  la  masse.  ' 

■ -tout  se  réduit,  comme  on  lé'  sait,  â exprimer  cfûe 

ssement  infiniment  petit  du  potentiel,  qui  est  du 
c^H-  ordre,  est  négatif. 

la  déformation  le  moment  de  rotation  (90)  reste 
san  t,  et  il  conviendra  de.  le  considérer  comme,  titie 
<=5:  <3 e la  question.' , *' 

s.  -jn^etits  déplacements  de  la  massé  pourront  Être  rap— 
s -tm  comme  mouvements  relatifs,  à'  fa  figure  d’équi- 
) supposée  animée  du  mouvement  moyen  de  rota- 
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tion  de  cette  misse,  c’est-à-dire  du  mouvement  qu’elle 
prendrait  si  tout  à coup  elle  forma  U un  système  solide. 
Soient  : 

i • * 

C«,  C,  les  moments  d inertie  de  la  masse  par  rapport  à 
1 axe  .de  rotation  lors  de  l’écjuilibre  *et  à un  instant 
quelconque;  ' , 

n<*  ni  Ie*  vitesses  angulaires  correspondantes; 
p,  le  moment  de  rotation  ; 

p la  densité  de  la  couche  fluide,  la  densité  du  noyau  étant 
prise  pour  unité; 

g l’accélération  due  à l’attraction  de  la  masse  et  à la 
force  centrifuge  sur  urt  point  cjuelconque  de  la  surface 
d’équilibre,  et  qui  est  nécessairement  normale  à cette 
surface;  . - 

d œ,  do/ deux  éléments  de  la  surface,  d’équilibre; 

A leur  distance  ; , ^ ., 

*,  z'  les  portions  correspondantes  et  infiniment  petites 
des  normales  limitées  par  la  surface  variable.  . 

■ . * 

La  relation  ' ; _ . . 

Cn  = y. 


indique  quo  daris  leur  mouvement  relatif  par  rapport  à (Sj, 
la  somme  des  produits  des  masses  élémentaires  par  les  aires 
décrites  en  .projection  sur  le  'plan  de  1 équateur  est  nulle, 
car  p représente  la  même  s o n x me  dans  le  mouvement  absolu 
et  le  mouvement  d’entrainement  (*)■>  ex-  leur  dilléreuce  est 
par  suite  nulle.  ' / 

L’accroissement  du  potentiel  est  dû  : i°  à l’attraction  sur 
lui-même  del’excès  sphéroïdal  limité  parla  surface  variable 
et  la  surface  d’équilibre  ; * l'attraction  de  la  masse  (S) 

sur  cet  excès;  3"  à la  variation  de  la  force  centrifuge  sur 
toute  la  masse  réduite  a ux  termes  du  second  or  rc. 


" i | «■  ■ ■ 0 i 

• . . . ...vemcnll  reïatifs.mon  Traité  de  Cinë- 

(•)  Voyez,  pour  la  théorie  des  m«u.vero  * 

matique  f>ure.  ” • . 
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. ^ s’é]ève  au-dessus  de  la  figure 

-««raque  a masse  0ndant  à dm j i’attraction  quelle 

i ahle,  au  point  co  ^ l'excès  sphéroïdal  donne 

oit  de  l 'élément  p*  1 

, » t L’élévation  dz'  au-dessus  de 

l au  travail  f,*d.v>*€*>  * 

~ • , * ' rapport  à l’élément  pzdtù,  Je  tra- 

donne  de  meme»  pa  . 

x>«<fes<ia»'  — *»  1«  somme  de  ces.  deux  expressions  étant 

A " » . «S» 

ïl  vient,  jK>ur  les  déplacements  «,  *'  au- 

a * ..  f j-  ' ■;  1 • 

Js  de  la  surface  (réquilib^^  , 


«f  r! 


<{<&  dr  w 


..  * r » 


•*-*  fait  la  soounc  des.  expressions  semblables  Pol’!  to*11 
bs  #pl,ééoïdal,  il  est  clair  que  l’on  aura  le  double  du 
i Ciel  dû  à ses  attractions  mutuelles,  puisque  chaque 
san  t s’y  trouvera  répété  deux  fois.  On  a donc  pour  çe 
*-ièl  . - 

£ j dmdtd. 

l 'v.aih  élémentaire  dû  à la  résultante  g-,  sur  1 élément 
, «ta  fit — gpdo> zdzy  il  vient,  pour  le  potentiel  corres- 
xit  au  déplacement  g compté  à partir  de  la  surface 

.libre,  — —■ z*doay  et  pour  tout  l’excès  sphe roidal . 

gpotentiel  dû, à la  force  centrifuge*  r*  étant  la  distance 
oléculc  m à l’axe  de  rotation,  • 


m 


-1/ Wç  = =5  — TC 


■ aru  C = C04-  dC,  le  terme  du  second  ordre  de  cette 
si  on  est  - • * * 


_L 


ci 
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en  remarquant  que  l'accroisseuie»  t c?G  «lu  moment  d’inertie 
est  dû  à l’excès  sphéroïdal  ou  est  égal  à p f r'zdu.  L’ac- 
croissement total  du  potentiel  est  «loxie 

telle  est  l’expression,  qui  doit  être  négative. 

110.  De  la  stabilité  de  1'équ.ilibres  des  mers.  — Suppo- 
sons que  la  surface  d'equilibre  et  le  itoyau  soient  très-peu 
différents  d’une  sphère;  l’ accélération  g peut  approxima- 
tivement être  considérée  comme  constante,  et  nous  pren- 
drons pour  imité  le  rayon  de  la.  sphère  équivalente  au 
volume  du  sphéroïde  total. 

• On  a . 

a=y.Y»,'- 

• . • .O  > . • 

* • v 

Y,  étant  la  fonction  du  n°  73,  symétrique  par  rapport  aux 
angles’5,  0%  et  xs,  ns1  qui  fixent  la  position  de  du,  du’. 
Soient  , ' ' 

’ • oo*  OO  • 

. a=2Zi*  *'  — 

i * - ' * 

les  développements  en  fonctions  sphériques  de  z,  z1,  zt, 
la  fonction  Z«  étant  nulle  (82}-  On  a (^®)i  ^ étant  di liè- 
rent «le  v'j  «. 

=o\  jf ZvZ/di>=o,  ’ . 

attendu  que  du,  du1  peuvent  approximativement  être  con- 
sidérés comme  deux  éléments  sphériques,  et  les  intégrales 

(*)  M.  Lioovillc  est  arrivé  Je  premier*  cette  e.pr^ion-p.r  »n« > méthode 

analytique  inaérée  dans  son  Journal  <i<*  V«***“*"‘  „uré,  et 
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, x„a«^  ****«»«*»*' 

■ . , | . a toute  J a surface  de  la  sphère  ou  de  o 

,e““‘  :££?££»  «-  m <‘»  * - «. 

4*' * 


; on  a 


£ 


4 7T  ’ _ , 

zC  Tv  <**>  r 


2 v • 


cïeu,  premiers  termes  de  J erprWon  <•)  de.ie.eeet  p.r 
remarquant  que  l'on  à à tré.-peu  pré.  « = -3-, 

==-ç  '• 

3i  , on  a r*  = «h  *0  = f — (V*—  j)  > et  comme p*  — 5 

-*t*  cas  particulier  des  fonctions  Z*,  1 intégrale  du  uoi 
terme  de  l’expression  (1)  se  réduit  (88)  à 

m -wn  t le  coefficient  du  terme  de  Z,  indépendant  de  ci.  11 
donc,  pour  l’accroissement  total  du  potentiel,  .• 

- !')*  --"H’ 

* . ^ ^ ■ ’ • 

"x*  qu’il  soit  négatif,  quelle  que  soit  là  déformation  ou 

c-î«jrs  très-petites  attribuées  à A*.,  Z,,  Z,,...,  il  faut  que 
— JDonc,  pour  que'  l' équilibre  dtî  la.  mer  soit  stable , il 
rdte  sa  densité  soit,  inférieure  à la  densité  moyenne  de 

ï-te  condition  n’eil  pas  remplie,  il  y atfra  certains  dé- 
pour  lesquels  les  éléments  matériels  du  fluide 

ôtions  qui  cop- 
stablc  pour  ces 


— 1 ica  cicuicuta  uiatci 

*'*'*■  à s’éloigner  de  plus  en  plus  des  posi 
à 1 équilibre,  et  , l 'équilibre  sera  ins 
<es«Tr»enls. 
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§ VI.  — De  la  figure  de  l’anfeac  de  Saturbe. 


1H.  L’anneau,  de  Saturne  est:  une  couronne  circulaire 
d'une  très-faible  épaisseur,  dont  le  centre  est  celui  de  la 
planète  et  dont  la  largeur  est  environ  la  moitié  du  rayon 
intérieur,  ce  dernier  étant  égal  à une  fois  et  demie  celui  de 
la  planète  (*). 

L’anneau  n’est  pas  simple,  et  l’on  a reconnu  jusqu’ici 
qu’il  est  formé  de  trois  anneaux-  concentriques  presque 
entièrement  situés  dans  le  môme  plan. 

L’irradiation  doit  consitléraL>lern*$nt  augmenter  la  lar- 
geur apparente  des  anneaux  ; il  peut  même  se  faire,  que 
chaque  anneau  se  compose  de  plusieurs  autres,  qui  par  la 
tpème  cause  paraissent  se  confondre  en  un  seul  pour  1 ob- 
servateur. 

Nous  supposerons,  dans'ce  qui  suit,  que  chaque  anneau 
est  fluide  ou  qu’il  l’a  été  primitivement,  qu  il  alfecle  par 
conséquent  la  forme  d’une  surface  d équilibre,  qu  il  est 
homogène,  que  la  distance  entre  «leux  anneaux  consécutifs 
est  assez-grande  pour  que,  en  raison  de  leur  faible  masse, 
on  puisse  négliger  leurs  actions  mutuelles  de  1 un  à 1 autre. 

Chaque  anneau  se  trouvera  ainsi  sollicité  par  ses  attrac- 
tions mutuelles,  par  l’attraction  de  la  masse  de  Saturne  que 
nous  considérerons  comme  splxérique  et  composé  de  cou- 
ches homogènes  concentriques-,  enfin  par  la  force  centri- 
fuge résultant  de  son  mouvement  de  rotation  accusé  d’ail. 

leurs  par  l’observation  et  suppos<^  vtniforme. 

ri  .•  1»  sar  un  point  de  sa  surface 

L attraction  d un  anneau  sui  “ r 


(*)  Rayon  équatorial  de  Saturne  - • • * ’ * 

Rayon  intérieur  de  l’anneau * 

, Rayon. «Ktérieur  de  l’anneau 

L’épaisseur  de  l’annean  est  inconnue, 
hq  kilomètre*. 


....  64000  kilomètres. 

. . .'  9')0oo  » 

4»ooo  ■ 

triais  elle  ne  parait  pas  dépasser 


« 


LAt-ré  £i*à***rfT*t*z 


• ' « Vaonort  à l’attraction  de  Saturne,  M 

--.t,rèa-,.c..lo  „y„„  p„a,„.m  elle-mème  " 

-M  arcfiur  *dâns  1^  stra*  . . 

b » fraction  de  ce  rayon,  on  pourra 

■^-oir  être  un<î  tre6-fait«e  J \ 

le  rapport  de»  dimensions  trans- 

® inconvénient  négligé  ‘J 

, , «,  . a «on  rayoft,  ou  supposer  ce  dernier 

»«sles  de  l’anneau  « son  . 

î De  sorte  nue  l’on  est  ratpene  a détemrnier  1 atlrac- 

j,  de  même  section  transversale 

*_  d -un  CTlindre  inoenni  “ ** 

xin  point  de  sa  surface. 

=*  2.  La  figure  elliptique  satisfait  à la  condition  cTêqui- 
=3“  d’un  anneau  supposé fluide.  — Soient . 

l’axe  de  rotation  de  Saturne; 

» le  centre  d’une  section  méridienne ; , 

-a=r  parallèle  à OZ  menée  par  ce  point; 

^ y la  perpendiculaire  à- OZ  passant  par  le  point  , 

~W r ise  pour  axe  des  Y\  • . 

JÊ  g rayon  OC  du  cercle  décrit  par  le  centre  de  1 anneau; 

M masse  de  la  planète; 

JM  a vitesse  angulaire  de  rotation  de  1 anneau  ; 

-«r  -les  coordonnées  d’un  point  m du , périmètre  de  la 
S»  «action  considérée.- 

ttx'avail  élémentaire  de  la  force  centrifuge  du. point  m 
jsm.  T>straction  faite  de  sa  masse  qui  entre  eu  facteur, 

(d-hy)  n'djr.  _ 

* t ».  • 

* r-avail  total  de  l’attractiou  de  Saturne  sur  le  même 

«st,cD  négligeaut  les  ptiissances-de  z,^y  supérieures 

coude,  . • _ " * • ; . * 

S "'*  S S y S v*  * Sz’ • 

■ ■ __  , **  . | _____  _ • 

V(«  •+■/}'*  -f~  z*  « «’  «s  a .»■* 

I?our  le  travail  élémentaire,’ 

* *r  - . ' ' • • . * 

' • _ ® t/y  . aSy</j  üzf/z 

3 a1  a'  - : 


P°  m 
à \ 
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Enfin,  si  1 on  suppose  que  la  section  de  l'anneau  est  unp 
ellipse  ayant  pour  équation  I 

J*  ■+■  y***  = <*a,  , • 

d’après  le  n°  71,  le  travail  élémentaire  de  l’ai 
qu’il  exerce  sur  le  point  m est  • 


attraction 


^ fa. T dy  ^ 4 -rcy  z Hz 


Hz\ 

T~r- 


I V' 


la  densité  de  l’anneau  étant  prise  .pour  unité.  On  a dqiyc 
pour  la' condition  d’équilibre  à la  surface 

' (I ~ "’a)  —&r  *)?* 

- . 

Cette  équation  coïncide  avec  celle  de  l’ellipse  si 


. \ 


j n*\ 

fau 

1 -+r  • 


« • 

.S 


t . 


• ; fa  _ 3s  / ; • • 

y -+-  « c*3 

,d’où  t’ondéquit  ‘ ' . > ’ ’ . • . 

,\  " S y ( y — 0 • 

V}  ! “ (y  , v ; 

1’ 

' » A l’inspection  de  cette  formule,  on  voit  que  y>  i ou 
que  l’anneau  est  nécessai remeut-  aplati.  Considérée  comme 
. une  équation  ett  y,  elle  a deux  racines  positives,  puisque 
• son  second  membre  devient  nul  pour  y i,  y 00  - 
*’  Le  maximum  dû.  second  membre  de  l’équation  (t)  est 

'égal  à o,o543oa6  el  correspond  à % 

• ’ •*  * • • ' . " * i-  y ==.  2,594  ; ..  _ . ' 

. ,,  . ’ . n la  densité  moyenne  de  Saturne 

si  donc  «p  désigne  pal  **  . 1 


e.i  1 

j;i  ’ 


■t-  ' 
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celle  d.  1*»“'*“’  1-'H  »»'•/<», 

s— !-*•». 

» e„  gra„dc  v.le«r  que  l*o»  P»'»*  * » “ ' ' 

« 

0,1 62007®  ’ 

• i.„„  nrcnnc  pour  a le  rayon  moyen  «le 

n.  supposant  que  1 on  p r 

total,  on  a stmsiblemenf 
a 

£-  = 2,  ' • * . - 

R 

* • . • 5 • . m * f 

-w  ••  • I*  fïensité  de  Saturne  est  i,3. 

-Il  mue  supérieure  ue  ia  uensuc  L 

relation.  . — 1 • 


que  c/w?ue  anneau  partiel  se  meut  autour  de  la  , 
^ comme  un  satellite  placé  à.  U même  distance. 
^*i  l de  là  que  la  période  de  ce  mouvement  doit  être 
i 14  pour  l’anneau  intérieur,  ce  qui  est  conforme  a 


■ -v  ation. 


: » Instabilité  de  l'équilibre  d’un  anneau  régulier  et 
JZ ccrité  nécessaire  pour  la  stabilité  de  V équilibre. 

£»  vons  supposé  à l’anneau  «le  Saturne  une  forme  ré- 
&■  i tuais,  pour  la  stabilité  de  l’équilibre,  il  est  néces- 
|_  u.«;  la  distribution  des  masses  constituantes  ne  prè- 
K > as  complètement  ce  caractère,  soit  «jue  la  section, 
su.x'iable,  soit  «jue  son,  axe  curviligne  soit  à double 
ja.rc,  soit  enfui  qu’il  11e  soit  pas  homogène  danè  toutes 
-^-tîes.  Cas  inégalités  de  forme,  quoique  très-laiblesr 
-abdiquées  parles  apparitions  .et  les  -disparitions  de 
u u , dans  lesquelles  les  deux  nfises  présentent  des  plté- 
m es  diférenis.  Sans  ces  inégalités»  l’anneau  sous  l’in— 


. b 
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• lluencc  du  plus  faible  déplacement  dû  à la  cause  la  plus 
légère,  telle  que  l’attraction  d’une  comète  où  d’un  satellite, 
finirait  par  se  précipiter  sur  la  surface  de  Saturne. 

Supposons,  en  eflét,  que  le  centre  de  Saturne  soit  en  O 
(.fié'  *°)>  ^ centre  de  I anneau  déplacé  étant  en  C,  et  con- 
sidérons l’une  des  circonférences  ma  té  ri  elles  dans  lesquelles 
cet  anneau  peut  se  décomposer  ; soit  exb  la  corde  perpendi-  ■ 
cul  aire  en  O au  rayon  OC,  déterminant  les  deux  segments 
inégaux  arib , a/l'b,  le  premier  étant  plus  petit  que  l’autre. 
L’attraction  de  Saturne  ou  de  C sur  deux  éléments  mn, 
m'n‘  des  deux  segments,  déterminés  par  deux  cordes  infi- 
niment voisines  passant  par  O,  sera  plus  grande  pour  le 
premier  qne  pour  le  second  $ d’où  résulte  que  l'attraction 
de  la  planète  sur  le  segment  ex  et  h sera  plus  forte  que  sur  le 
segment  ad'b,  on  que  l’altraetion  totale  sur  la  circonfé- 
rence sera  dirigée  de ’O  vers  est  tendra  à éloigner  lé 

second  de  ces  centres  du  premier.  Leçcntre  de  l’anneau,  ' 
supposé  régulier  ou  composé  d’un  certain  nombre  de  cîè- 
conférences  identiques  à la  précédente,  finirait  donc  par 
s’éloigner  de  pins  en  plus  dé  celui  de  la  planète,  et  l’an- 
neau arriverait  â se  joindre  à Saturne. 

Les  divers  anneaux  qui  entourent  le  globe  de  Saturne 
sont  par  conséqu ent  des  solides  i rreguliers  d une  largeur 
inégale  dans  les  di  fl’érenls  points  de  leurs  circonférences,  de 
telle  sorte  que  leurs  centres  de  gravité  ne  coïncident  pas 
avec  leur  centre  de  figure.  Gos  centres  de  gravité  peuvent 
être  considérés  comme  autan  l de  satellites  qui  sc  meuvent 
autour  du  centre  de  Saturne,  à des  distances  dépendantes 
de  l’inégalité  des  parties  de  chaque  a nneau,  aveedes  vitesses 
de  rotation  égales  n celles  de  leurs  anneaux  respectifs. 


iti. 
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qui  passent  par  deux  ppinls,  le  plus  court  est  celui  dont  le 
rayon  est  le  plus  grand,  et  comme,  d’après  le  théorème  de 
Meunier,  pour  une  section  plane  faite  dans  une  surface 
suivant  une  tangente  quelconque,  le  rayon  de  courbure  ie4 
plus  grand  est  celui  qui  correspond  à la  section  normale^, 
le  théorème  énoncé  devient  évident  (*). 

a0  Si  un  point  mobile  est  assuietti  à se  mouvoir  sur  une 
surface,  sans  être  sollicité  par  aucune  force  extcrieuiv, 
il  décrit  une  ligne  géodésiquè.'. 

Car  l'accélération  du  mobile  est  normale  à la  surface  de 
même  que  la  réaction  de  cette  surface  à laquelle  elle  est  duc, 
et,  comme  elle  est  comprise  dans  le  plan  oscillateur  de  la 
trajectoire,  le  principe  énopeé  se  trouve  démontré,  ün  voit 
aussi  que  la  vitesse  èst  constante,  puisque  l’accéléraliôu 
laugenticlle  est  constamment  nulle. 

La  recherche  des  lignes  géodésiques  sur  une  surface  pré- 
sente de' grandes  difficultés  d'intégration,  que  l’on  n’a  pu 
surmonter  que  dans  quelques  cas  particuliers,  et  l'on  n’a 
résolu  le  problème  pour  les  surfaces  du  second  degré  qu’eu 
employant  les  coordonnées  curvilignes  (**). 

Nous  nous  bornerons  à étudier  dans  ce  qui  suit  le  seul 


(*)  Sur  une  surface  développable,  la  ligne  géodésique  doit  devenir  mie 
droite  apres  le  développement  de  la  surface  sur  un  plan,  ce  qui  exige  que 
le  prolongement  d’un  clément  de  la  courbe  et  Vêlement  suivant  fassent  les 
mêmes  angles  avoc  la  génératrice  intermédiaire;  d'où  l’on  déduit  directe- 
ment que  le  plan  osculateur  est  normal  il  la  surfaco. 

Si  l’on  mène  des  pians  tangents  aux  dilTércula  points  d'une  ligne  géodé- 
sique  tracée  sur  une  surface  quelconque,  on  obtient  une  surface  dévelop- 
pable relativement  A laquelle. cette  ligné  est  egalement  géodésique;  ear  au- 
trement on  pourrait  tracer  une  ligne  plps  courte  sur  la  surface  développable 
dan*  la  zone  élémentaire  commune  aux  deux  surfaces,  ce  qui  est  cont  rnire  à 
l’hypothèse  admise.  On  voit  ainsi  d’une  autpc  hianière  que  le  plan  oscula- 
tour  d’une  ligne  génésique  est  normal  à la  surface,  et  l'on  démontre  en 
rpème  temps  cet  autre  théorème  : 

Deux  langenlrj  consécutives  *'une  Hioié>i.1u(font  ,C1  m£mrt  «»*/««■ ce. 
f<i  tangente  conjUgu'  inlcrwêdi"‘re‘  * 

(**)  Vutr  |,.s  , , «j\t.  Gauss,  Jaïu.bi,  Joachimsthal,  l.n  uville, 

« ...  travaux  tu'  ! . 

< .flashs,  Uirbael  Kobeitÿ.  * ’ ' 


cas 


TH*ITÉ  ÉLÉMEMT1IBE 


dite,  élus 


V 


utile  dans  la  géodésie  proprement 
,ré»-sî  J-aplace,  et  auquel  pous  conduira  d’une  manier^ 

/,  ***4116  13  théorie  des  mouvements  relatif». 

<^^*o  lignes  * - ,. 

«***_/*«  d’une  sphère.  — Pour  déterminer  une  J/goe 


.géodèsiqucs  sur  tm  sphéroïde  très-peu 
W/ère.  — Pour  déterminer  une  lig^ 
*es  /><=»;  ^Ue  Slir  une  surface,  il  suffit  de  se  donner  J un  de 
Point _ 

Soi 


:s  A (y7°\  il)  ef  la  direction  de  la  tangente  en  Ce 


0 I 

•CO 


du  sphéroïde  $ 


ïi 


J e pjan  mené  par  ce  point  et  la  tangente  en  A i 


O 

O 

n 

A 


x 

X 


t-i 


'JS ne  géodés  ique  , 


l’axe.  Oj  se  confondant  en  di- 


t*n  avec- OA.;  * 

perpendiculaire- en  O à O*  dans  Je  plan  ci-dessus; 
Perpendiculaire  au  même  point  ü ce  plan; 
P»oint  quelconque  do  la  Jigpegéodésique;  ’ 

éjection  sur  le  plan  ' y - • • 

fc  de  rencontre  de  Oh  avec  le  cercle  décrit  du 

* O comme  centre  avec  le  rayon  OA  dans  le 

*ô, 


= a (1  -h  u),  u étant  une  petite  fraction  dont 
**«îgligera  les  puissances  supérieures  à la  première  -, 

*£5le  AOi; 

‘ J perpendiculaire  en  B à BO  dans  le  plan  BO.Z  ; 

_ t'tirpendiculaire  au  plan  BOz  menée  par  le  même 
^\|  *^* i 

les  composantes  suivant  013,  B rn,  B p de  1 ac— 
i *'4**.ion  du  point  mobile  B qui  est  censé  décrire 

L ^ ^ ^^nem  la  courbe  AB,  sans  être  soumis  à l’actioyl 
^ force  extérieure.  ' ' • . 

t 

^X^liéroïde  devenait  une  sphère,  ou  si  u était  nul. 
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la  courbe  géodésique  coïnciderait-avec  le  cercle  A C\  l’angle 
BO&=d  est  donc  de  l’ordre  u,  et  l’on  en  négligera  lè 
carré  et  le  produit  par  u.  On  voit  aussi  que  l’on  peut  con- 
sidérer OB  comme  égal  à Ob>  Bè  comme  un  arc  de  cercle 
.de  centre  O,  et  supposer  bc  = au. 

Supposons  que  u soit  développé  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  d,  et  soit 

u^zu,-^u,S  - 

Dans  le  cas  actuel,  le  premier  terme,  le  second,  le  troi- 
sième, etc.,  seront  du  premier  ordre,  du  second,  du  troi- 
sième, etc.,  et,  si  l’on  emploie  des  parenthèse^  pour  dis* 
tinguer  les  dérivées  partielles  relatives  à la  surface  de* 
dérivées  qui  se  rapportent  à la  ligne  géodésique,  on  a,  au* 
termes  du  second  ordre  près,  '•  ■ 


u„ 


( du  \ du,  ( du\ 

[Tu) 

du  (du  \ / du\  dS  (du 

da  ■ \da / ) da  \rfa 


- :a  . v. 

et  les  trois  valeurs  sont  indépendantes  de  J. 

L’arc  élémentaire  ris,  décrit  par  le  point  B,  est  égal,  aux 
termes  du  second  ordre  près,  is(i  + u)(/ïj  d’où 

f ds  = a ( i + u)da,  1 

<■>  - . —.(-jCH'  ■ 


et,  comme  la  vitesse  — flu  P°,nl  B est  constante,  qu’elle 
jicot  être  clu,isje  arbitrairement  et  supposée  égale  à «,  H 


vient 


da 


(»  -1- 
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d’où 

(*) 


.•TfllAlTÉ  ÉLÉMENTAIRE 


* h.  ” *'  "• 


' •'  ■ 


4e 

?«  Ve» 
cher 
ce 

Hiorii, 

lt>èni 


du 

dt 


» k % ' , • 

l»,.  r 0int  Bdécrildans  le  plan  mobile  l>Oz  une  courbe  Bc> 
i<v  ^ d’une  accélération  dont  nous  allons  d’abord  cher. 

Composantes.  A ccl  ëflet  nous  remarquerons  qUe 
^^tuent-peut  être  considéré  comme  résultant  d’u„ 

. . /•  '» » lo  rflvnn  1 ) K nui  iniirna 


v?  ^ . ’ ucufc  v*--  t — • 

relatif  suivant  le  rayqn  OB,  qui  tourne  lui. 


I 


m 


reiaux 

toiirdn  point  O 5 on  a donc  1 accéléra tion  relative 


i\ 


aecrX 


C| 


d*r 

dp—  “ dt 


a -~rX  * ?u*vant  O®  » 


l*ion  d’entraînement  tangcnlielle 


/ » d*S 


d?S 


a dt1* 


suivant  B/n, 


Jes  deux  seules  accélérations  dont  on  ait  A 


' *-*lpte,  attendu  que  l’ accélération  centrifuge  com- 


fi  / 

l’accélération  normale  'd’entraînement 


=*  *=**  ' dt  et 

du  second  ordre  et  négligeables  (*).  Connais- 

* s*  les  composantes  de  l’accélération  du  point  B dans 
' 1 veinent  relatifdans  lé  plan  zOb , clierchons  à dé- 
~ celles  de  l’accélération  absolue. 

*-cSse  relative  du  point  13  en  projection  sur  le 


O 


■^y  étant  égale  A 


Ce/A 


dr  • . ,'du 
— cos  8 = m —, 
dt  . dt 


du  second  ordre  près,  on  a,  pour  l’accélération 
■es  composée,  prise  en  sens  contraire,  due  à la  nota- 


G*  >r*’,r  »uul  ce  qui  concerne  la  théorie  du  mon  vt  iuent  rclictil, 
^^matique  pure,  m 
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lion  du  plan  zOb  autour  de  Oz  : 
dix  du  . 

' "}.a  — — -,  suivant  Bp. 

• dtdt  r 

La  composante  tangentielle  d'entraînement  est. 

d*  <X  • (1*  Ct  * * ■ • 

r costf  — = a (1  4-  u ) — , suivant  B//. 


*49 


dot} 


L’accélération  normale  d’entraînement  — r — cos'd,  di- 
rigée suivant  la  perpendiculaire  IB  à Or,  donne  les  com- 
posantes 


,dtx 


— - , suivant  OB, 

' ' de  1 • 

• » . V .dx'  , _ dx' 

n (!  n)  — — sins  = a -?-•$,  suivant  B»/. 

' dt'  dO 


On  a donc,  en  récapitulant, 
d'.u 


dx ’ 


dt 


7 « (1  !+■  «)  — B, 


t • 


dx  ' du  d'a. . 

d'S  dx ' ' 

a — 4-  a — — J = M ; 
dt * dO  . . 

ou,  en  remplaçant  t par  a dans  les  termes  du. premier  • 

ordre,  en  vertu  de  l’équation  (a),  — par  sa  valeur  fournie 


par  la  même  équation,  —j-  parcelle  qui  s'en  déduit, 


d'u  . , R 

— ■ -'(t—  «)==-». 
,lx'  • « 


(3) 


J //a  ‘ „ * . # I 

f£lf4 ' :'  ;v  •‘:-; 

. . % , > t, 

La  résu lta01e  /{,  M ‘:'laul  nort“alc  à sa  su,  f“cl'>  ®n 
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TRAITÉ  élémentaire  , 
le  principe  du  travail  virtuel , 

I MdS  -+-  Pr  cos£  rfa  = o. 


Rdu  ■+-  Mdâ  -h  p ( 1 ■+•  « ) à*  = ° ï 

J>  ^ 

Vtr<Ü  «4^  '^yant  égard  à la  première  «les  équations  (3)  et  Ct} 
^ d’approximation  adoptée, 


^M=-»-(â)=“(s)- 

^de  des  équations  (3)  devient  ^ = (fgj  et  ex- 

' « identité,  d’après  ce  qUe  l’on  a vu  plus  haut.  La 
^onne 

w d 

"^grale  est  (*),  par  suite  des  conditions  â=  o,  ^ = o 


J = JT  CO»  Cf, 


<f*T 


— = — j-  si  n oc  •+■  cos  à -y—  » 
«ta  ‘'a 


C r> 


</>< J ■ . <lx  dl 

as  — x cos  « — 3 sin  « t H cos  a 

«a* 


tir 

cos 

rtr 

C </« 


«c0 


^ devient 

d 


4c 
4f  5 


i'r  </r  i / du  \ 

dit*  3tang«  co»a  (t/a/ 


_ y/  y 

<3,  — o pour  jp  = o,  U vient 


d*ü,. 


/ ‘sskCSK  r=~  foa^,d,  jf  “ 


* texte  qui  oe  se  trouve  pas  dans  la  Mécanique  célustc  4e 
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pour  « = o, 


(6)  . * = -«».*£  rosWajf'-L-^)^. 

Soit  p le  rayon  de  courbure  au  point  B de  la  trajectoire; 
l’accélération  en  ce  point  est  . ; ' • *. 


' — = ou  *•— - c=. — R,  ' 

P ' P . ■ 

* / ' * ' * . 

eu  continuant  à négliger  les  termes  du  second  ordre.  On 

tire  de  là,  en  ayant  égard  à la  première  des  équations  (3), 

• M 

V» 

(7) 


P d'u 

a • , d'd 


On  reconnaîtra  facilement  que  l’angle  de  la  tangente  au 
point^B  de  la  courbe  avec  le  plan^Ox  est  égal  à 

Soit  p l’angle  formé  par  la  normale  à la  surface  au 
point  ÎJ  avec  Ox;  la  projection- de  l’accélération  totale 
sur  Ox  étant  Rcosa — Psin*,  il  vient 


cos  4>  — 


d’où 


Rcosa — Psin  a Rcosa — Psin  a 


VR’-t-M’+P’ 


(8) 


et 


R 

t* 

*-•+$) 


(S)sin- 


e/i  substituant  à p la  variable  a dans  qui  est  per- 

mis aux  termes  près  du  second  ordre. 

Appelons  \ l’angle  qtie/ait  avec  jOx,  le  plan  pa/allèje 
> 1 — > t jj  de  la.  surface,  mené  par  la  droite 


à la  normale 


aupotn-  .. 

Ox.  La  trace  de  ce  pla»  5Ur  ^°ï  sera  U P^06110'1 


sur 


ftlUTé  ÊLÊMEKTAIHE 


Par«llt\t  Je  f' accélération  totale  supposée  transpfl 

^ t.|Je-ntôtne  au  point  U.  Or  les  composai 
Accélération  sont 


B sio  x -t-  P cosa,  »u‘v“nt  Of  i 
R sio t -f-  M cosS>  *l,ivant  O:; 


°ti( 


€5  V o,,  V = 


rj  -+•  m 


R sinat  ; 


J i / ftu  \ 

*ina  sina  \e/â ) 


P COS  a 

_ j i /</«| 

»ini{i  si  n$\ds)’ 

ons  pg,.  a l'a„gle  formé  par  la  tangente  en  B avec 
^‘-dessus  passant  par  Ox  et  la  parallèle  en  O à la 

^ti 


[ti  même  point  de  /a  sui  lace,  et  soit  h le  point  ou 
:^Upe  B£;  Z.Â  est  égal  à l’angle  V,  multiplié  par  la 
point  £ à Ojr,  ou  par  « $inac.  On  a donc* 


; BX  = "(Vsina  — JJ- 

point  infiniment  voisin  de  B,  le  plan  A Par  étant 
**  x«  ou  y constant,  HA- varie  de 

rf.BX  = fl(VfOS*rfa  — fl'JJ; 

^°nc,  en  remarquant  que  l’angle  /Par  peut  être 


“ comme  égal  à «, 
rf.B  X 


a<la 


d3  „ , </J 

= Vcosa  — — =Vcos*  — — . 


^st  développable  en  série  convergente  ordonnée 
cis  puissances  ascendantes  de  a,  pour  des  valeurs 
^ ^oriabln  inférieures  à une  certaine  limite,  on  a, 
^ *»t  de  l’indice  t les  dérivées  partielles  qui  se  rap- 

Vi 


point  A, 

- «=(*). 


[<J’u\  * 


: t 

1 • 2 1/ 
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et  d’après  la  seconde  des  formules  (i), 

On  voit  de  cette  manière  que  si  a est  assez  petit  pour 
que  l’on  puisse  en  négliger  le  produit  par  des  termes  de 
l’ordre  u,  on  a , 

(12)  r = «a. 

Considérons  sur  la  ligne  géodésique  un  point  A,.  infini-, 
ment  voisin  de  À;  les  tangentes  en  A,  A,  aux  sections  dé- 
terminées dans  la  surface  par  les  plans  zOA,  zOA,  seront 

OA  et  OA,  les  angles  90° — (~jÇ)  * 


respectivement  avec 


■ o ( du\ 

90  - U). 


( da,  et  l’angle  formé  par  ces  tau- 


\ci(zd9jt, 

gentes  sera  — j da. Cette  dernière  expression  sera 

en  même  temps,  en  grandeur  et  en  signe,  aux  termes  du 
second  ordre  près,  l’angle  d 'inflexion  de  la  surface  {*) 
correspondant  à là-direction  AA,,  c’est-à-dire  l’angle  formé 
parles  tangentes  à la  surface  en  A,  A,  comprises  respecti- 
vement dans  le  plan  normal  à la  tangente  à la  courbe  en  A, 
et  dans  le  plan  parallèle  mené  par  le  point  A ; pour  ce  qui 
est  relatif  au  signe,  il  suffit  d’observer  que  cet  angle  doit 
être  considéré  comme  positif  pu  négatif,  selon  que  la  tan- 
gente en  A,  est  située  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan 
tangent  par  rapport  à la  convexité  de  la  surface.  On  a 
donc,  en  désignant  par  D le  rayon  d’inflexion, 

<I3<  , 

110.  Application  à la  géodésie.  — Les  formules  précé- 
dentes deviendront  immédiatement  applicables  à la  Terre, 

m-  r«»  r,„v.  Wcuém***  f".  P.  M4-  -• 


■h 


a54 


t‘fl  j. 


-es  . . , 

* ^ïisformant  conrenaWemml  en  coonlonn^  ffee- 


THAITÉ  él.ÉMP.IVTAITlE 


P*n 

'n. 


r.«Cu | ^ - JN-otis  nous  bornerons  à examiner  les  deux 
’^/ze  ^ développé  dans  le  second  volume  de  la  Afeca s 


Cas 


iV, 


*ee 


de  Laplaee. 

d,r  appellerons  que  le  zénith  en  un  point  do  /a  sur. 
Ce/c«*i  _ ^Phérotdo  terrestre  est  l'intersection  de  la  voàle 


dit 


tonne* 


f erede  la  sw,4a  ^ f 

îu  un  point  de  la  Terre  est  le  complément 
é par  la  normale  arec  l’axe  terrestre;  on 


rie"  V^.  ]a  normaJc  en  ce  point  de  la  surface.  LewcW. 

° /a  au  même  point  est  le  plan  déterminé  par  l’a», 

P3r/*  el  Je  zénith,  ou  encore  le  plan  qui,  passant 

*U  P°$  t*',?rtirére  de  ces  droites,  est  parallèle  à la  normale 
Considéré  de  la  surfaeç. 

/a*>^f*VWeen 

^ formé  par 

r/d • ' dernier  angle  le  nom  de  colatitude. 

,ja  l(lrx  ^ * éfùudc  d'mi  fieu  est  l’angle  compris  sous  Je  mé- 

”S  1 correspondant  et  un  méridien  céleste  fixe 

de,  ^ ^ ce. 

Ceyy ^ *^1  tude  et  la  latitude  ou  la  coJalitnde  sont  les  coor- 

i(?®  _ ^*nployécs  eii  géodésie,  par  le  motif  qu’elles  sout 

geQrJ  X ®«  prêtent  le  mieux  aux  observations.  • . 

,i  ^'-v  * — La  lanacnin  au  point  de  départ  d’une  ligne 

tr  - - " 


__  ■?  est  parallèle,  au  méridien  céleste  correspon- 

^^ieitt  ( fig . u)  QÇy  l’intersection  du  grand  cercle 
^•prenant  la  tangente  AT  au  point  de  départ  A de 


J.  ^^^^désique,  avec  Je  méridien  QA'Q'  correspondant 
dont  le  plan  contiendrait  la  courbe  si  le  sphé-- 


*■  de  révolution  ; PP  l’axe  de  la  Terre;  b,  b'.  A' les 
* 1 vS  -respectives  de  B sur  le  plan  QAQ',  de  ce  môuxc 

A sur  le  mériden  ; à\  l’angle  AOA’;  dr  l’angle 

o 


*»»  les  ravons  qui  joignent  les  points  B et  b'  an 
Qc/  l’angle  POi';  «,  ô continueront  à représenter 
& cl  l’artgle  au  centlf  correspondant  à Bt. 
Compris  sous  les  plans  tics  grands  cercles  QA.Q', 
^ * de  l’ordre  de  «,  l’un,  de  ces  grands  cercleé'  pc-ut 
comme  la  projection  de  l’antre  sur  son  plan. 


Digitized  by  Google 


DR  MÉCANIQUE  CÉLESTE.  255 

Les  formules  (8),  (9),  (10)  supposant  seulement  que  la 
courbe  s’éloigne  peu  du  plan  j'O.r  de  la  fig.  11,  peuvent 
recevoir  leur  application  relativement  au  plan  QA'Q'  et  à 
la  droite  AP  prise  pour  axe  des  x;  il  suffira  d’y  remplacer 
a par  a' et  d par  d';  ij/  devient  alors  la  colatitude  du  point  H, 
\ 1 angle  compris  sous  les  méridiens  correspondants  aux 
points  A et  B ou  la  dillérençe  de  longitude  de  ces  deux 
points,  et  u l’angle  formé  par  la  tangente  en  B à la  ligné 
géodésique  avec  le  méridien  correspondant. 

Les  formules  (8)  donnent,  en  remarquant  que  a' — a est 
l’angle  constant  POA', 


(8') 


I . •,.<*»  , du 

i*=a-rf7=a-,/r 


v (Uf 


f 


La  formule  (9)  devient 
(9')  v = 4^-~f^V 

siniji  sin'}  \dà‘ '/ 

Les  arcs  — d)  et  AA'  étant  proportionnels  à 

leurs  distances  à QQ',  on  aura 

( a ) i'  — S î=  d,  sin  (go°  -J—  <*)  = d',  cos  a, 

et  l’on  pourra  prendre  (^)  = (J)- 

En  affectant  de  l’indice  t les  dérivées  partielles  qui  se 
rapportent  au  \ de  la  surface,  la  condition  Y = «> 

relative  à ce  point  donne  ' 

(p>  . 

A \ « 0 / 1 

et  par  suite  . *.*  *.  •>  ^ 

(9’>:  (ai), “■+* 


y-t  * 


* .v  - 


v ■*»  » 1; 

* V 

■ • y » * 
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traité  élémentaire 


nude  (10)  devient 


dP 

cosÿ  — = V cosj>  - 


r/3' 


-<=*ons  que  la  différence  de  latitude  des  points  4 

h'bl^  *'  - a x termes  du  second  ordre  près,  soit  as 

(■  ^Oür  f^ue  l'on  puisse  en  négliger  le  carre',  l’équ 
^ donne 


d$' sinaJ',  = a. 3- . 


dS 


da  dct 


d a 


'*s  la  formule  de  Taylor  limitée  aux  termes  du  pre. 


et 


ÏU 


^*  e,cten  remarquant  que  = o pour  ie point  A, 


^ 1 équation  (5)  donne  (££)—  (ÿ)/ 


on  a 


°fniules  (g)  et  (io),  eu  égard  à la  valeur  (|3)  de  d',, 
donc  enfin  , 

/ V cos'i>  = ® 


! ou,  aux  termes  du  second  degrc  prés, 
( V cou ÿ,=  a. 


tf  h.  — -s- 


la  colatitude  du  point  A. 

ainsi  que  par  l'observation  seule,  et  indépen- 
conuaissancc  de  la  Ggure  de  la  Terre,  ou 
longitude  des  extrémités  de  l’arc  me- 
trouvée  pour  l’angle  cr  est  telle,  qu’or 
pas  l’attribuer  aux  erreurs  d’observation,  ou  ser; 
la  Terre  n’est  pas  un  sphéroïde  de  révoluti'oii 
'“*®tion  (g")  donne,  en  remarquant  que  à est  d« 
^edre  i 


eu  a. 


vsin* =-{£&).“--  (4^).“’  ■ 
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cl  I 011  a encore  les  relations  suivantes,  en  ayant  égard  aux 
formules  (i3)  él  (14)  : 


' 4, 

J?- /‘-O 


XT  ' , « * 

V Siniji,  = — a = — j 


T3  = ^aCOt->,  = gCOti,. 


I-  f 4 

X * 


• Xk 


.! 


r.â 

*r 


(.'observation  de  i f>t,  O,  s permettra  donc  de  déterminer  j~- 

La  longuenr  de  l’arc  AB  sera  donnée  par  la  seconde  des 
formules  (i),  dans  laquelle  il  faudra  exprimer  « en  fonc- 
tion des  latitudes  des  deux  extrémités  de  l’arc.  Or  a est  la 
dillérenec  des  valeurs  de  «'correspondant  aux  deux  points  A 
et  B;  il  vient  donc,  d’après  la  seconde  formule  (8')‘, 

-A  * 

ou  • » i 

• -M-Wr  W.  N 

I.e  rayon  de  courbure  de  la  ligne  géodésique  au  point  A jjÜ  ■ * 
étant,  d’après  la  formule  (7), 

11  vient  .■  \ • • -JS 

«•t  les  mesures  géo<.résiquesdon lieront  par  cela  même  -•  ^ 

. P ~ - .J 

■ . 2'  (.as.  — j tangcnte  au  point  tic  départ  est  nomade  ' ’ 1 

au  tri  (indien  correspondant.- j — Soient  (fig.  1 3) 

ZW'raM.,1,.  I.,  Terre; 

PKP'  Je  méridien  céleste1  du  point  de  départ  A de  la  ligïic  , . 
géodésiq'ne^  Jetpiel  est  perpendiculaire  au  plan  mené  iC;.  ' 
suivant  |a  ,*  eJïlô  A’T-eo  A et  le  point  O;  . V] 

()K  r'l'"t.*mioti  ']c  r,'s  de,lx 
y AüK  qui  fil  À*  ,'°r<Jre  ,l<•  " ’ 


* 


* 


« 

U 
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fj  ^ poK  qui  nediflSrcdela  colaiiititlc  <pi  tlu  pçinl^ 

. QSç  cJ’uno  quantité  du  même  ordre; 

cj  J*  |eJ  perpendiculaires  à OZ  et  Ojc'  dans.  Ic  pk f, 

. - Oir  y *04MiS,f  ■ • • 

Q>,  ^ 'perpendiculaire  en  O à ce  dernier. 

.u  numéro  précédent,  dont  nous  conserverons 
notations,  nous  supposerons  l’axe  O*  dirigé sui. 

~ /|U/UC>^  5 O,  serala  perpeiidiculakeàOxdans  lepJanAOT 

. sera  hii-méjne  normal.  L’accélération,  supposée 

bà*  * * ^ parallèlement  à elle  au  point  Ô,  a pour  cotn- 

’ 54  » en  se  rappelant  que  P et  M sont  du  premier  ordre,’ 

çr/,  % R cos  (a -h  y)  — P s,n  (“-+*’/)  t •: 

' ~ » =ss  R(cosa — ysin«) — Pain*. ....... . suivant  Ox', 

R sin  (a  -h  y ) -+-  P cos  ta  V ).  . . •. 

R (sin  a.  -+-  y co>?)  -h  Pcosaç=  Y.,: . . ' suivant  OY, 

’1’  ^ ' • ' Rtf  4-  M ■.  • suivant  Os', 

^ito,  ' 

(A)  ' C [Rcos(a-f-y)  — Psin  (a-i-ÿ)]  / 

V ^CsinX — (RJ-f-  M)  cosX  = X . suivant  OX, 

¥ [Rcos{* -t- y)  — ' Pnin(cc-hy)] 

^*4  ' ' ^CcosX-t-fRÆ -f- M)  sinl  ==Z suivant  ÔZ. 

a,,*c  ■*-  ^ 

pte^  ^ remarque  que  l’accéiéralion  totale  est  égale  à 11 

rpy-^  *''*^*-  5 du  second  ordre  près,  que  dans  des  termes  du 

Po£  _ °rdre  on  peut  remplacer  A par  <£,,  il  vient,  qn  se 

**  t aux  équations  (4)  j pour  Ja  colatitude  cfc  d’un 
_ ' - ,'*Cilconq  ue  B de  la  courbe,  „ * * 

^ ^ ^ rp z / *rf«\  . ; 

r * — — = cos  a cos  A — ï y — — J sin  a cos  4/, 

VV  * + «n«cos*,  - (^)  J 

- ’ * D y.  — o,  5 = O,  ' 

cos>|»,  = vos).  — ( ^ V , J . '■  * 
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•»  • • ■-  "... 

s^  = coSacos4>i  — sÎBacosiJi,  ^y — <~T^) 

+ [* “(S)] sin+i  (?«); 

Supposons  que  l’arc  AB  soit  assez  petit  pour  que  l'on 
puisse  en  négliger.le  cube  dans  les  termes  indépendants  de 
it,  et  le  carré  dans  ceutf  qui  dépendent  de  celte  quantité:  il 
vient,  en  remarquant  qüe  cos<Ji  — cost|»,  = — sin<Ji,(<|/ — 

+ ft[»  “ (S)] ***•” 

expression  dans  laquelle  il  faudra  remplacer  y par  sa  valeur 
en  fonction  des  coordonnées  du  point  A,  cl  que  nous  trou- 
verons plus  loin. 

En  continuant  i appeler  V l'angle  formé  par  le  méridien 
du  point  B avec  celui  PKP'du  point  A,  on  a 

• * 4 -N 

v Y _ R (sina  -+•  7 cosa)  -f*  P cosa 

X R ( cos  z — y sina)  sin)  ■ — Psina  — (RÆ-t-M)  co»\ 

(dn\ 

sina  -+-  ycoîa  — J cosa 
eosasinA — ^7  — ^ sm^, sina  — (jî—  cos^., 
Comme  pour  a = o,  on  a V = o,  il  vient 

et,  par  suite,  • . 

‘ . ~i  * / rl’U  \ . 

**  • / *.  4 # . 

c:  l itn  „ ( J^7z\  a la  même  valeur  dans  le 

»■  1 on  'cinaique.q«lC  d8f, 

v ' • • ' n 


° * un*  Ie  A’  la  for^«,e 

.?*  acr>vel  q»c  ‘ , coviro^  ^^sVauu-e,  ^ sUftant<> 

,"'1  * r«u»rC’ 3UcSc*el51  aV(onl‘6^àanS  ' 

“Ul«*  les  vari>lC..aier  l’*io8U 

Pa,nct  «le  iTa°sf°  £ C„v^+0C0^" 

A.  ^ ^ . •«  . a>t  l ui 

- 


L 

rv 


. . ^ • < 1,  «t  l’ob- 

* r la  TcUûon  * -*  fl 

taét^P: 

- ^STc«eta«V  ^ 0n  ; '.d’.p^' 

"v  ^ t.  ï oq  donna"1  ’ g*  • ..  \0  même  111  ° ' ■ 

‘J^a-ei-nxincr  l’a"^  0n  ad°P  , Dn  **°ttVe  *.• 

. — *■ — trm 

*in  4»< 


il 


v °u 
taiH5* 

t ’ 


- cOS+«  (^,/aJ. 


• ' * . {‘!ü\  \' 

l d'v\  V \7*/  . . 

- plusd,eiacn' 

„,-^rv>w- 

Rioni  '*<l'*clU°'  .•  “Üp-  f‘Uu  , •;  • 

sphéri'l^  ieiiai'’  J'\  ^ériaieo 

•ïk-î*'— î’â  »’k  .yU-^  (1'  r'-5 

■ •«  «ri,*  ,cp«s;r^'-,i,c: 

380nspo«r  ^aisC-11 

jplushaui,  ^ i-accdlérau  - 

j»  m posante»  v 

- . i—  n ^ ^77  1 
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et  l'on  voit  facilement  que 


cos  II: 


y'Z»-t-  (XcosV-t-  YsinV)’ 


n(i4-«) 

Le  sinus  de  V étant  du  premier  ordre  en  a,  il  suffit  de 
calculer  Y en  conservant  les  termes  de  cet  ordre  en  a et  u; 
on  peut  d’ailleurs  négliger  M qui,  pour  le  point  A;  est  du 
second  ordre.  On  a ainsi,  «,  étant  la  valeur  de  u pour  le 
point  A,  . 

Z = — a(i-+-/r,)acos)t  = ‘—  a a j^cos^,-*- sinijiij  (l  -+•  «.), 
X = Z tangX  = — aa  j^siniji,  — (jr')  cos  j/.J  (t  + a,), 

ï — «tl+,*,)i  ■ . , * ‘ 

et,  en  substituant,  . . 

(.8)  n=.«o.*,  [*+(£) 

Des  équations  (17)  cl  (18)  on  tire,  par  l’élimination  de 

(£),•  , . 

. . , sin|,  . . ‘ sina^, 

a — (V  — Ittangi)/,)  — 1 


cl  les  mesures  géodésiques  feront  ainsi  connaître  le  rayon 
de  courbure  p"  en  A donné  par  • • 


Soilç  l ai 


léridicn  par  une  section  — 
par  le  point  A,  p le 
aura.  d’n|U'ès  la 
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formule  au  moyeu  de  laquelle  on  déterminera  l'orientation 

des  deux  sections  principales  de  la  surface. 

Nous  nous  bornerons  à exposer  ces  recherches  théoriques; 
pour  l'application  que  Pou  peut  faire  de  ces  formules  aux 
résultats  des  mesures  géodésiques,  nous  renverrons  aux 
œuvres  mêmes  de  Laplacc,  où  sont  discutées  la  majeure 
partie  des  mesures  exécutées  jusqu’à  présent.  Qu’il  nous 
suffise  de  dire  que  ces  mesures  n’ont  pas  accusé  de  diffé- 
rences sensible^  entre  la  forme  de  la  Terre  et  l’ellipsoïde  de 
révolution,  ou  que  l'observation  n’a  pas  donné  de  valeurs 
appréciables  pour  les  angles  que  nous  avons  appelés  V,  a,  n. 

En  considérant  un  ellipsoïde  de  révolution  peu  .aplati  ou 
est  conduit  pour  la  longueur  de  Parc  du  méridien,  1<J  rayon 
de  courbure,  etc.,  à des  expressions  dont  là  recherche  est 
irop  simple  pour  trouver  place  ici.  / - 


( . .-VI 
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CHAPITRE  VI. 


DE  LA  FIGURE  DES  MASSES  GAZEUSES  QUI 

environnent  les  corps  célestes..  . - 

» '• 


. § I.  — Des  atmosphères  des  corps  célestes. 

. 117.  L’aUuospUèrc  d’uu  corps  céleste  est  une  masse  ga- 
zeuse qui  l’environne  et  qui  s’appuie  sur  sa  surface  en  rai- 
son du  l'attraction  qu’il  exerce  sur  les  différents'  éléments 
de  cette  masse.  ; . ' . . . v 

Les  couches  atmosphériques  participent  au  mouvement 
de  r.otalion  de  l'astre  • quelles  recouvrent,  en  vertu  des 
frottements  qu’elles  exercent  les  unes  contre  les  autres,  et 
contre  la  surface  corps,  et  qui,  dès  l’origine,  ont  dû  re- 
tarder les  mouvements  les  plus  rapides  et  accélérer  les  plus 
lents,  jusqu’à  ce  qu’il  v ait  eu  entre  eux  une  parfaite  égalité. 

La  faible  densité  d une  atmosphère  permet  de  négliger 
l'attraction  mutuelle  de  scs  propres  molécules,  et  l’on  peut 
de  même  faire  abstraction  de  l’excentricité  du  spbéroïdè 
qu’elle  recouvre,  et  auquel  nous  supposerons  par; consé- 
quent la  forme  sphérique. 

Il  est  clair  qu’une  atmosphère  affecterait  une  forme  per- 
manente, si  seS  différentes  particules  n’étaient  sollicitées 
que  par  la  force  centrifuge  et  l’attraction  du  sphéroïde.  Mais 
cette  hypothèse,  la  seule  étudiée  par  Laplace,  n'est  guère 
admissible  que  pour  l’atmosphère  solaire;  c’est  pourquoi 
nous  envisagerons,  avec  M.  E.  Roche  à qui  est  due  toute 
la  spbstance  de  ce  chapitre  (*),  la  question  à un  point  de 

. . • V 

(")  Annales  de  l 'Observatoire,  I . V . — Mémoires  de  l'Academie  des  Sciences 
de  Montpellier,  t.  H et  lV.  — Nouvelles  recherches  sur  la  figure  des  atmosphères 
des  corps  célestes,  if^.  . . 
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. . » ‘ ‘ • • * * < 

vue  plus  général,  rn  supposant  la  masse  ailiréc  par  uu 
astre  qui  en  est  fort  éloigné,  et  dont  le  centre  est  situé  dans 
lé  plan  de  l'équateur  du  sphéroïde.  En  dehors  des  cas  nar- 
ticuliers  où  l’attraction  extérieure  est  négligeable,  et  où  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  de  l’astre  extérieur  se  ré- 
duit à une  rotation  identique  .à  celle  du  sphéroïde  autour 
de  son  axe,  cas  pour  lesquels  l’atmosphère  aura  une' forme 
permanente,  la  ligure  de  la  masse  lluide  subira  des  variations 
dues  à l’action  variable  de  l’astre  extérieur  et  périodique 
avec  elle;  mais  alors  nous  nous  proposerons  de  déterminer 
la  figure  d’équilibre  de  l’atmosphère  qui  conviendrait  à 
chaque  position  du  même  astre.  En  supposant  la  rotation 
nulle, on  se  trouvera  dans  les  conditions  d’une  comète  ayant 

un  simple  mouvement  de  translation  autour  du  Soleil. 

1 

■ 4 * . , *.  , ••  t-  l 1 ,1  ffv.  s»  • 

, , • • • 

118.  Equation  générale  des  surfaces  de  niveau.  — 
Soient  (JSg.  i4)  : 

M la  masse  du  sphéroïde; 

*»  n sa  vitesse  angulaire  de  rotation; 

O son  centre  de  gravité;  ' 

'/•la  distance  à ce  centre  d’une  molécule/nde  son  atmo- 
sphère  ; • ' 

" 0 l’angle  formé  par  r avec  l’âxe  de  rotation  O z\-  ' 

M' la  masse  de  l’ajtre  extérieur  dont  le  centre  de  gravité, 
■,  que  nous  désignerons  par  la  même  lettre,  est  situé  sur 
• une  perpendiculaire  U x à Or;-  ( . ... 

a la  distance  OM'; 

0 / la  perpendiculaire  en  O au  plan  sOjc; 
t|/  l’angle  formé  avëcOx  par  la  projection  0«  deO//i  sur 
le  plan 

x,  y,  z les  coordonnées  du  point  rn.m 

La  partie  du  potentiel,  due  à l’attraction  du  spHéroïde  et 
à Ja  force  centrifuge,  est  , 


I;  ' 
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L’âccélération  imprimée  par  M'au  centre  de  gravité  de  M 

m'.  , . „ ; . • '.ii'  .•  i 

est  — ; si  I on  veut  apprécier  les  pnenomenes  qui  se  passent 

à la  surface  du  sphéroïde.,  il  faut  concevoir  qu’on  lui  im- 
prime, ainsi  qu’à  sot)  atmosphère,  une  accélération  transla- 

i w 

toire  égale  et  contraire  à — > de  manière  à ramener  le  poinlO 
au  repos.  Il  suit  de  là  qtte  le  point  matériel  m doit  être  con- 
sidéré'comme  possédant  les  deux  accélérations  — ^ - ,1 

,5  . v ■ , a mlV 

dirigées  respectivement  suivânl  Ox  et  wtM/’,  et  par  consé- 
quent la  partie  du  potentiel  résultant  de  l'attraction  de  M'est 


, M' 


W 


zwM' 

**  . , ’ , ^ ...  * a •, 

Cela  posé,  désignons  par  d l’angle  mOx;  on  a 

• . . • • . *«  . .* 

-e  = /-cos<î, 

V*  * • • * • * ‘ 1»  ‘ 

et,  en  supposant  - assez  petit  pour  que  l’on  puisse  en  négli- 

. ' a 

ger  les  puissances  supérieures 'à  la  seconde, 

i 

= ( r1  -)-  a8* — azrreosÆ)  ’ * . 

wM' 

= - J J H H*  — ; (3cos’iî — l)  h 

• " L • « 2 a*  ■ 


et.  par  suite, 


M'  M'*‘  M'  M V>  , 

“ — rC: h (3cos’5  — i).  - 

' a 2 


///M 

. . 

On  obtiendra  l’équation  générale  des  surfaces  de  iiivéau 
en  faisant  la  somme  des  deux  parties  du  poteuliel  que  nous  ' . 
venons  de  trouver,  et  égalant' le  résultat  obtenu  à nue 
constante  arbitraire  C,  ce  qui  donne,  en  remarquant  que 
cosî  = siu  0 coup, 

"*’,*Lï{3  sin>W*  - .)  4-  H H-  = C. 

a . a»*-  * ■ . . r 2 V . • . 
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% » 


T la  durée  de  la  révolution  de  M' autour  du  point  0; 
l la  durée  d’une  révolution  de  M autour  de  Os. 


On 


2 7T 


et,  d’après  la  troisième  loi  de  Kepler, 

M-t-  M' 


4*» 

T7 


et,  en-]K>sant 

(0 

il  vient 

(«J 


M 

M'1 


T» 

7 = ?» 


, /M  + M'Y 

n=A—\ 


\ 


f . * , » • ■ • 

et,  pour  l’équation  des  surfaces  de  niveau, 

(3)  l(3sinJ8cos’^— i)  + ^+v(i  + p)^— =C. 

■ . * * •* . • " ■ * " : \ m .*  ». 

Cette  équation,  exprimée  en  coordonnées  rectangulaires,  ou 

2 j*  — y»  — *»  a u 

l*’'  • ^ • J i __  » 


(4) 


+ 7(^,)^=C, 


«’  , f V'r’  + Z + J’  . 

montre,  conformément  à ce  que  l’on  devait  prévoir,  .que 
les  surfaces  de  niveau  sont  symétriques  par  rapport  aux 
. plans  coordbnués,  qu’elles^  nd  deviennent  de  réyolution 
. autour  de  O z que  si  M'  n’existe  pas  ou  quç  p = oo  , et  au- 
tour de  Ox  que  lorsqu’il  n’y  a pas  de  rotation.  ;■ 

« / [ 
H 9.  De  la  surface  libre  de  l’atmosphère.  — L’atmo- 

splièrc  d’uu  corps  céleste  ne  peut  s’étendre  indéfiniment, 
et  doit  être  limitée  par  la  surface  au  delà  de  .laquelle  les 
molécules  cessent  de  peser  sur  le  sphéroïde.  L’équation 
de  cette  surface  s’obtiendra  en  égalant  à zéro  la  composante 
suivant  . r de  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  une 


Digitized  by  Google 


DE  MÉCAMQCF.  CÉJ.ESTE. 


267 


molécule,  ou  la  dérivée  — — du  potentiel  V',  ou  du  premier 


membre  de  l’équation  (3);  on  trouvc'ainsi 


rsio’8 


(5)  - (3  sin’Scos’if.  — 1 ) — ■+.  y (1  H-  n)  = o, 


-et  l'on  doit  avoir  pour  tout  point  intérieur  à cclto  surfàec,  • 

rfV 
dr 


ou  appartenant  réellement  à l'atmosphère,  «<  o ou 


(6)  l(3sin>0ct»^T-i)  — ^H-7(r+(i)^i<o.-  , • 

On  s’assurera  facilement  que  la  surface  limite  est  symé- 
trique par  rapport  aux  plaps  coordonnés,  et  qu’elle  est  de 
révolution  dans  les  mêmes  conditions  que  les  surfaces  de 
qivçau. 

En  égalant  à zéro  les  dérivées  partielles  '—■>  -j-i  pour 

obtenir  tes  directions  pour  lesquelles  r est  un  minimum, 
on  trouve  que  ces  directions  sont  celles  des  trois  axes  coor- 
donnés; les  valeurs  correspondantes  do  r sont  données  par 


■ * . - tt.it3  t * . 

r’=  — - suivant  Or, 

• . 2 -H-7  Cl  i"  .“)  * 

» ....  y - ♦« 

- 1 , suivant  Or.  *’ 

+ — • . > , 
/:**»=  — — pu*. ..  .suivant  O:. 

Ainsi  la  surface  lie  coupe  pas  l’axe  Oz,  ni  l’axe  O y si 
y (1  -h  fi)  >1,  et  daus  tous  les  cas  le  rayon  minimum  est 
dirigé  suivant  Oz... 

Il  faut  remarquer  que,  pour  que  - soit  toujours  une  petite 

'*  »,  * /•*  14  * 

fraction,  il  faut  qu’il  en  soit  de  tnème  de  - = + 

condition  quisora  toujours  remplie  daus-Jes  applications 
que  uoits  ferons  des  formules  précédentes,  soit  parce  quep 
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X l'angle  POK  qui  ne  diffère  de  la  rolatiludc  p,  du  point  A 
que  d’une  quantité  du  même  ordre;  » 

OX,  O z'  les  perpendiculaires  à OZ  et  Ox'dan&lc  plan 
du  méridien;  *’  . 

OY  la -perpendiculaire  en  O à ce  dernier. 

Comme  au  numéro  précédent,  dont  nous  conserverons 
les  autres  notations,  nous  supposerons  l’axe  Ox  dirigé  sui- 
vant OA;  O,  sera  la  perpendiculaire  à Ox  dans  le  plan  AOT 
auquel  O z sera  lui-même  normal.  L’accélération,  supposée 
transportée  parallèlement  à elle  au  point  O,  a pour  com- 
posantes, en  se  rappelant  que  P et  M sont  du  premier  ordre, 

Rcos{a-t-7) — Psin(a-f-y)  ) ■: 

— R(cos«  — 7 sina) — P sina. . .......  suivant  O*',' 

(Vi)  | R sin( a -4- y)  H- P cos  (a -+-7) 

==  R (sina  y cos  a)  + Pcosa  ==  Y.-. . . suivant  OY, 

‘ R3  -t-  M suivant  O s', 

et,  par  suite,  • » 

[Rcos(a 7)  — Psin  (a -h  7)]  / 

| XsinX — [K3  -)-  M)  cosX  = X.  suivant  OX, 

■ ^ j [R  cos  (*  -♦-  7)  — Psin(a-4-v)] 

[ X cosX -f-(Rô -f- M)  sinï  = Z suivant  ÔZ. 

Si  l’on  remarque  que  l’accélération  totale  est  égale  à R 
aux  termes  du  second  ordre  près,  que  dans  des  termes  du 
premier  ordre  on  peut  remplacer  X par  ipf,  il  vient,  en  se 
reportant  aux  équations  (4),  pour  la  colalitudc  d’un 
point  quelconque  B de  la  courbe, 

Z , ( ' da\  . , . 

eosf  = — = cosa  cos  à — I 7 — — J sina  cos  y, 

-t-sin«cos^i(^) 

d’où,  pour  x — o,  $ = o, 

rosK=«os).T[^)(,  ; . . . - 


J 
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et 


(.5) 
et  enfin 


. 4 \ 

= cosa  cos^, — sinacos|,  ^7 — 


Supposons  que  l’are  AB  soit  assez  petit  pour  que  l'on 
puisse  en  négliger. le  cube  dans  les  ternies  indépendants  de 
it,  et  le  carré  dans  ceux  qui  dépendent  de  cette  quantité:  il 
vient,  en  remarquant  qüe  cosiji — coS<f'(  = — sin <{/,((}/  — 


\L  — t!/,  =r  — COtt}/, 
2 


4r(s)]“,4'~(S)l 


expression  dans  laquelle  il  faudra  remplacer  y par  sa  valeur 
en  fonction  des  coordonnées  du  point  A,  et  que  nous  trou- 
verons plus  loin.  ,• 

En  continuant  à appeler  V l’angle  formé  par  le  méridien 
du  point  B avec  celui  PKP'du  point  A,  on  a 

• * . -1* 

'•  „ Y R (sina  -+-  ycosa)  -+»  P cosa 

nn°  X R (cosa  — 7sina)sin)  — P sina  — ( Ri  4-  M)  cos  A 

sina  -+-  y coi*  — j cosa 
cosasini — ^7 — sin^.sina  — ^5 — 

Comme  pour  « = o,onaV  = o,  il  vient 

• ' '• . -(£).•  • ; • • 
et,  par  suite,  . ' •' 

, * , a*  , / ft’U  \ 

1.6)  *’-*'  = 7CM*'-a[ïï7M);: 

• *,  , . * . * \ * • . ' 

Si  l'on  reniatque  que  a la  même  valeur  dans  le 

• • ••  v . , '• 

•7 


I • 

t ■ 

t 

I 
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cas  actuel  que  dans  le  précédent,  puisque  pour  passer  de 
l'uu'à  l’autre,  aux  environs  du  point  A,  il  suffit  de  per- 
muter les  variables  a et  d l’une  daps  l’autre,  la  formule  (y") 
permet  de  transformer  l’équation  (16)  dans  la  suivante 


(»6'J 


Ct 1 

i{<  — y,  = — cot^i -+-  er cuti}-,. 


L’angle  a étant  déterminé  parla  relation  « = '-,ct  l’ob- 

servation  donnant  i p,  ÿt,  on  voit  que  l’otl  a un  autre  moyen 
de  déterminer  l’angle  ctv  . ■ • - 

Si,  pour  l’angle  V,  on  adopte  lo  même  mode,  d'approxi- 
mation que  pour  l’angle  <|i  — tj',,  on  trouve  .*  , 


tangV  ou  V 


sin (g) 


ou 


('>'  v=is+,[,-(S)V+™if  (£),]’  • . ' 

expression  à laquelle  ou  pourra  ajouter  pour  plus  d’exacti- 
tude le  terme  en  or*,  — ^ ^ f ' » relatif  à l’iiypotbèsç  de 

3 sin$,  Jr 

la  Terre  sphérique.  . . ‘ ' : ' 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  l’angle  II.  que 

forme  la  tangente  en  B avèc  le  méridien  correspondant. 

s Supposons  pour  cela  que  dans  les  formules  («)  et  (£)  éta- 

.blies  plus  haut,  R(.M,  P,  X,  Y,  Z représentent  non  plus 

des  composantes  de  l’accélération;  mais  celles  de  la  vitesse. 

• On.  a • “•  . , ' 

' . tïu  du  ' . ; !</ a , - 

« — =*fl  jj-j,  P = «IiH-k)  = fl(l  H-  V), 


Al 


Ht 

. do  di 
ni  — « -t  ==  « ~- 

dl  du 


, vTt’-ir  P!4-M-.=  fl<i-+«), 


HW 
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et  l'on  volt  facilement  que 

JZ'  -t-ÏXcosV  YsinV)1  ' * 

. C0sn=  - — - •- ; T—  -r • 

a[  !-+-«) 

’ . > . ' . > 

Le  sinns  de  V étant  du  premier  ordre  en  or,  il  suffit  de 
calculer  Y en  conservant  les  termes  de  cet  ordre  eii  a et  u\ 
on  peut  d’ailleurs  négliger  M qui,  pour  le  point  A;  est  du 
second  ordre.  On  a ainsi,  u,  étant  la  valeur  de  u pour  le 
point  A, 

Z = — o(i-)-  n,  )acos>  = — aa^cos'î’,—  sin  '?'■  J(*  *+■  «>)> 

X=ZtaBgX  = — aa  j sinif, — cos -J»,  J (i  + u,), 

Y = . 

' * . * • % • 

et,  eu  substituant,  : • ■ 

Des  équjilions  (17)  et  (18)  on  lire,  par  l'élimination  du 

m.-  - - 

• /Vf  V , a — — (V  — 11  langui)  — 1 - 

\r7â’7,“““~7-  T sin^,  ..  . * 

*1  / , / *.  • % • •*  • 

et  les  mesures  géodésiques  feront  ainsi  connaître  le  rayon 
de  courbure  pn  en  A donné  par  ’ . 

,5  • 

1 ♦ * • 

Soit  y l'angle  formé  avec  le  plan  méridien  par  une  section 
quelconque  uôruiale  à la  surface  passant  par  lepojnt  A,  p le 
rayon  de  courbure  correspondant^  on  aura,'  d’après  la 
théorie  de  la  courbure  des  surfaces, 

• ,»  • a . * 11  . , 2 il  . 

_ -bs  -,  eos  5 H-  -j  sin  v -+-  siny  cos*, 

.p  . f ‘ P [) 


. >. 
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formule  au  moyen  de  laquelle  on  déterminera  l'orientation 

des  deux  sections  principales  de  la  surface. 

Nous  nous  bornerons  à exposer  ces  recherches  théoriques; 
pour  l’application  que  l’ou  peut  faire  de  ces  formules  aux 
résultats  des  mesures  géodésiques,  nous  renverrons  aux 
œuvres  mêmes  de  Laplace,  où  sont  discutées  la  majeure 
partie  des  mesures  exécutées  jusqu’ ^présent.  Qu’il  faous 
suffise  de  dire  que  ces  mesures  n’ont  pas  accusé  de  diffé- 
rences sensiblc%  entre  la  forme  de  la  Terre  et  l’ellipsoïde  de 
révolution,  ou  que  l’observation  n’a  pas  donné  de  valeurs 
appréciables  pour  les  angles  que  nous  avons  appelés  V,  or ,n. 

En  considérant  un  ellipsoïde  de  révolution  peu  aplati  on 
est  conduit  pour  la  longueur  de  l’arc  du  méridien,  lç  rayon 
de  courbure,  etc.,  à des  expressions  dont  la  recherche  est 
trop  simple  pour  trouver  place  ici.  / - 


ne  MÉCANIQUE  CÉLESTE.  y(»3 
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■ — ‘ ■ «r  i » . ; ■ . - - — — ■ ■*■■■»*  • 

si  \ \‘  . • V’ 

. • J V CHAPITRE  VI.  ' • 

DE  LA  FIGURE  DES  MASSES  GAZEUSES  QUI 
- - ENVIRONNENT  LES  CORPS  CÉLESTES..  . 

. ■ 1 1 . * 

• , ',  * * * * • » 

•,  % . ‘ 1 4 N*.  # / » 

§ 1.  — Des  atmosphères  des  corps  célestes. 

• 117.  L’atmosphère  d'au  corps  céleste  est  une  masse  ga- 
zeuse qui  l’environne  et  qui  s’appuie  sur  sa  surface  en  rai- 
son de  l'attraction  qu’il  exerce  sur  les  différents' éléments 
de  celle  masse.  . . v 

Les  couches  atmosphériques  participent  au  mouvement 
de  r.olation  de  l’astre  • qu’elles  recouvrent,  en  vertu  des 
frottements  qu’elles  exercent  les  unes  contre  les  autres,  et 
■ contre  la  surface  <jiu  corps,  et  qui,  dès  l’origine,  ont  dû  re- 
tarder les  mouvements  les  plus  rapides  et  accélérer  les  plus 
lents,  jusqu’à  ce  qu’il  v ait  eu  entre  eux  une  parfaite  égalité. 

La  faibte  densité  d’une  atmosphère  permet  de  négliger 
l’attraction' mutuelle  de  ses  propres  molécules,  et  l’on  peut 
de  même  faire  abstraction  de  l'excentricité  du  sphéroïdè 
qu’elle  recouvre,  et  auquel  nous  supposerons  par  consé- 
quent la  forme  sphérique.  . - 

11  est  clair  qu’une  atmosphère  affecterait  une  forme  per- 
manente, si  ses  différentes  particules  n’étaient  sollicitées 
que  par  la  force  centrifuge  et  l’attraction  du  sphéroïde.  Mais 
cette  hypothèse,  la  seule  étudiée  par  Laplace,  n’est  guère 
admissible  que  pour  l’atmosphère  solaire;  c’est  pourquoi 
nous  envisagerons,  avec  M.  E.  Roche  à qui  est  duc  toute 
la  substance  de  ce  chapitre  (*),  la  question  à un  point  de 

• • • \ 

( * ) Annales  de  l* Observatoire,  t.  V.  — Mémoires  de  /’ Academie  des  Sciences 
de  Montpellier *1*11  et. IV,  — * Nouvelles  recherches  snr  la  figure  des  atmosphères 
des  corps  céleste*» 


«1  II »'l»  I’ 

'X  ‘ / ■ . 7’"' 
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vue  plus  général,  en. supposant  la  masse  attirée  par  un 
astre  qui  en  est  fort  éloigné,  et  dont  le  centre  est  situé  dans 
le  plan  de  l’équateur  du  sphéroïde.  En  dehors  des  casjiar- 
ticuliers  où  l'attraction  extérieure  est  négligeable,  et  où  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  de  l'astre  extérieur  se  ré- 
duit à qnc  rotation  identique  .à  celle  du  spliéroïde  autour 
de.  son  axe,  cas  poud  lesquels  l’atmosphère  aura  une-  forme 
permanente,  la  ligure  de  la  masse  lluide  subira  des  variations 
dues  à l’action  variable  de  l’astre  extérieur  et  périodique 
avec  elle;  mais  alors  nous  nous  proposerons  de  déterminer 
la  figure  d’équilibre  de  l’atmosphère  qui  conviendrait  à 
chaque  position  du  même  astre.  En  supposant  la  rotation 
nulle,  on  se  trouvera  dans  les  conditions  d'une  comète  ayant 
un  simple  mouvement  de  translation  autour  du  Soleil. 

118.  Equation  generale  des  surfaces  de  niveau.  — 
Soient  [Jig.  i4)': 

M la  masse  du  sphéroïde;  ’ ■ * 

n sa  vitesse  angulaire  de  rotation; 

O son  centre  de  gravité;  -,  ( 

■ r la  distance  à ce  centre  d'une  molécule  m de  son  almo- 

• • i * ' 1 , • 

sphère;  ■ , 

' 6 l'angle  formé  par  r avec  Taxe  de  rotation  Üi  ; 

M’ la  masse  de  l’aÿtre  extérieur  dont  le  centre  de  gravité, 
que  nous  désignerons  par  la  même  lettre,  est  situé  sur 
une  perpendiculaire  Ox  à ü z ; 

a la  distauce  OiM't 

O y la  perpendiculaire  en  O au  plan  2ÜX; 

l'angle  formé  avec  Ox  par  la  projection  O/z  de  O/zi  sur 
le  plan  y Ox; 

x,  y,  z les  coordonnées  du  point  m. 

La  partie  du  potentiel,  due  à l’attraction  du  sphéroïde  et 
à Ja  force  centrifuge,  est 

• . . *1  H:  r*  ’ . '*• 


.2 


lat. 
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L'accélération  imprimée  par  M* au  centre  de  gravité  de  !\1 

M'»  ,• . w,  ; . • 

est  — : si  I on  veut  apprécier  les  phénomènes  cpn  se  passent 

à la  surface  du  sphéroïde,  il  faut  concevoir  qu'on  lui  im- 
prime, ainsi  qu’à  son  atmosphère,  une  accélération  transla- 

- . • jp  ] 

toire  égale  et  contraire  à —,  demanièrea  ramenerlepointO 

au  repos.  Il  suit  de  là  que  le  point  matériel  m doit  être  con- 

^ ♦ * ' _ m' 

sidéré  comme  possédant  les  deux  accélérations -,  - , 

, v • . ' , ' ’ ' . . wHl’ 

dirigées  respeclivement  suivânt  Ox  cl  /«M*  et  par  consé- 

q tient  la  partie  du  potentiel  résultant  dcràltraclion  de  M’est 

* -j  ‘ . M'  M' 

Cela  posé,  désignons  par  3 l’angle  mOi;  on  a 

‘ % • \ ' , * ’ ■ ■v 

x — r coso, 

et,  en  supposant  - assez  petit  pour  que  l’on  puisse  en  uégli- 

• “ . . ..  ' . 
ger  les  puissances  supérieures  là  la  seconde, 

*f\  ’ - 1 .** 

— — = ( rJ  a* — 2ar  cosÆ)  7 

m M' 

• ' ‘T  >tm,S  »*  T 

= - .1 J H -(3cos’<î — 1)|.» 

« L • « »«*•’.  'J 


et,  par  suite, 

- M' 


m SV 


M'-r. 

«> 


M' 


MV* 


2 


( 3 cos’  â — i ). 


On  obtiendra  l’équation  générale  des  surfaces  de  niveau 
en  faisant  la  somme  des  deux  parties  du  potentiel  «tue  noos  ' 
venons  de  trouver,  et  égalant  le  résultat  obtenu  à uue 
constable  arbitraire  C,  ce  qui  donne,  en  remarquant  que 
c.o6iî  = siu  0 costp, 

* . ’ * 4 ,*  •’  . * ’ 

‘ M'  M'r‘  ~ . > * * * M »;r»sin’6 

(Tsin'îcos’iJ — l)4-  — -t- = C. 

a 2 V*  r*  • a . v 


1 
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Soient 


T la  durée  de  la  révolution  de  M' autour  du  point  O : 
t la  durée  d’une  révolution  de  M autour  de  O s. 


Op 


air 

T’ 


et,  d’après  la  troisième  loi  de  Kepler, 

4*»_M  + M' 
T7  a 9 


- M 

•“=Sïï’ 


T> 

* = 7’ 


et,  en -posant  y 

(») 

il  vient  , ■ . \ ' ' 

, . • • , / M 4-  M' Y ■ ' 

<V  *~y\+7r  • : . 

r * r *.*•*> 

et,  pour  l’équation  des  surfaces  de  niveau,  • 

r*  l u ' f J jtinlfl 

(3)  — (3  sin’Q  cos’ij»  — î)  4-  —■  4-  7(1 4-  f») —-~f~  =F  L. 

. • • ’ . • * ‘ . * . -J"  fs. 

Cette  équation,  exprimée  en  coordonnées  rectangulaires,  ou 

* •..*«*  » * , 

aar* — y*  — *’  a f* 


(4) 


XJ  -f-  y* 

• +7(,Tt~  f1)  — -=C, 

, \j*'  4-  J *4-  & 


montt-e,  conformément  à ce  que  l’on  devait  prévoir,  .que 
les  surfaces  de  niveau  sont  symétriques  pâr  rapport  aux 
plans  coordonnés,  qu’elles-  ne  deviennent  de  révolution 
autour  de  Oz  que  si  M'  n’existe  pas  op  quep  = oo  , et  au- 
tour de  Ox  que  lorsqu’il  n’y  a pas  de  rotation.  ; - 

1 19.  De  la  surface  libre  de  l'atmosphèi-e.  — L’atmo- 
splièrc  d’un  corps  céleste  ne  peut  s’étendre  indéfiniment, 
et  doit  être  limitée  par  la  surface  au  delà  de  laquelle  les 
molécules  cessent  de  peser  sur  le  sphéroïde.  L’équation 
de  cette  surface  s’obtiendra  en  égalant  à zéro  la  composante 
suivant  r de  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  une 
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• f / V 

molécule,  ou  la  dérivée  du  potentiel  V,  ou  du  premier 

membre  de  l'équation  (3);  011  trouvc'aiusi 

• ' • #.  , . * . « 

(5)  j{3sin*8càs»,|»  — 1)  — il+7(,-+ft)C^i=o, 

» »*  ' • - * . 

et  l'on  doifavoir  pour  tout  point  intérieur  à cette  surface, - 

- ■ (i -y 

ou  appartenant  réellement  à l'atmosphère,  — <0  ou 


(tt)  ~j  (asiniens’*  — 1)  — £ +y  + <0. 

. . \ ’4  ' ' * *1  **  * 

On  s’assurera  facilement  que  la  surface  limite  est  symé- 
trique par  rapport  aux  plans  coordonnés,  et  qu’elle  est  de 
révolution, dans  les  mêmes  conditions  que  les  surfaces  de 
niveau. 

En  égalant  à zéro  les  dérivées  partielles  —1  pour 

obtenir  les  directions  pour  lesquelles  r est  un  minimum, 
ou  trouve  que  ces  directions  sont  celles  des  trois  axes  coor- 
donnés 5 les  valeurs  correspondantes  de  r sont  données  per 


rsin’8 


H*;.—  -y,-, 

- . * -1-7  ('  -+- .“) 


suivant  Ox, 
suivant Ojr, 


7 -+-  f*>—  • 

/■"’=  — uu1 . suivant  O:. 


Ainsi  la  surface  lié  coupe  pas  l’axe  O2,  ni  l’axe  Oj  si 
y (1  + fi)  >1,  et  daus  tous  les  cas  le  rayon  minimum  est 
dirigé  suivant  Oz. 

• * • * r . ' . * • ’ . 

11  faut  remarquer  que,  pour  que  - soit  toujours  une  petite 

* . ' r*  1 

i “ '4.  /•*  n • 

fraction,  il  faut  qu’il  en  soit  de  taèmc  de  - = 

condition  qui  sera  toujours  remplie  dans- Jes  applications 
que  uoiis  ferons  des  formules  précédentes,  soit  parce  que  p 


u68  . TftAl\É  ÉLÉmEKTAllB* , 

est  très-petit  pour  les  comètes,  soit  parce  que  y est  très- 

grand  quand  il -s'agit  du  Soleil. 

120.  Discussion  tles  surfaces  (le  niveau  intérieures  à 
la  surface  limite : — L'équation  (3)  donne 


dr 


. 3 cos’ij.  -f-  y (i  -4-  p) 


11) 


dO  a r ' . . ' , . ; csin 

— -r-  - (3  sin’8  cos-*  — i)  -—  7 (a  4-  fi)  — 


rsin’î 

a’ 


X — si»  9 cosOdO,  , 


et  comme  le  dénominateur  est  positif,  d’après  la  tondi- 

. . . ’ rff  ' •*  - . . ••  • • / * • ***  l‘  , 

lion  (6)<  — est  positif.  Ainsi  le  rayon  vecteur  augmente 

avec  0,  quel  que  soit  .sp  pu  l'azimut,  eu  atlâui  de  l’équa- 
teur au  pôle.  L’axe  des  pôles  est  par  suite  le  plus  petit  des 
trois  axes.  . . ‘ • 


■*  * • 


Si  * augmente  de  0 h -»  0 restant  constant,  le  dénomi- 

1 2 * t • * . 

uateur  de  ~ diminue  et  sou  numérateur  auglnenle,  par 

dr  .V  • 

suite  — diminue;  d’où  il  suit  que  l’axe  dirigé  vers  le  co'rpt 

troublant  esL  le  plus  grand.  * . 

Tous  les  rayons  étant  finis,  la  surface  est  fermée,  et, 
comme  chacun  d’eux  est  inférieur  au  rayon  minimum  de  la 
surface  limite,  on  a , ‘ * 


(8)'  <-<7 


f ut1 


, «mi  ~r  > a -H  7(1 4- p). 

•.  r’  , . 

*.  * t , 

1. équation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme  4 

i . • * ... 

[3cos’i  + y (i  4- ullsifi’O  — i . , . ' • r 

1 . - ; r‘  — Or  4-  o,  , 

„ • » • w . 

" ‘ « ’*.*«*  » 

et  né  donne,  pour  chaque  valeur  de  G,  i|u  une  seule  valeur 
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positive  dè  r,  si  la  condition  (6)  est  remplie  ou  si 

r<a>7HL  ZT : 

. V [3cos?4'-+-y(i +p)]sin’9  — i , 

en  d’atrtres  termes,  l'atmosphère  n'a  qu'une  seule  figure 
possible  d'équilibre.  Car  si  l’équation  ci-dessns  avait  deux- 
sracines  positives  a,  (3,  la  troisième  étant  ' — (a  -+-  |5)  serait, 

• d après  l’illégalité  précédente,  inférieure  en  valeur  abso-, 
lue  à • - • ■_  . 

■>  V [3cos,'j<  -f-y  (i-+-'f»)Jsin’fl  — i 

, Le  produit  des  trois  racines  serait  donc  inférieur  à • 

■'  : •>*.  ' ■ 

. . ‘ • {3  cos’-i  -h  7 (l  -h  pJJsin’O  — i ’ • .* 

tandis  qu'il  devrait  être  égal  à cette  expression  qui  est  le 
dernier  terme  de  l’équation  en-  r.  Cette  équation  ne  peut 
donç  avoir  qu’une  seule  racine  positive. 

Soient  R,  R',  R'  les  valeurs  de  r correspondant  aux  dirCc- 
.tîons  Ojr,  Ojr,  Ot;  on  a.  . * ; 

- R'  < R,'  < R,  S ■ • . ’ 

cl  l’équation  .(S)  donne  • •'  * 

* / R"J  >'  - 

- +cr'-»'=o,. 


(9)  . [I  - 7 ft  + ff)] *-r’+  CR'.-^ap  o,  ••  . . 


•.  CR -t-af.  ==.<•* 

d’où}  par  l'élimination  de  C,  , ' ! *.*  .*  ■ 

, , R!J  . f®P«5  . r-  . ,1  R*  2/in1 

( + L'R7"  + 3 + 7(1  + r-TT  = <n 

(il)  + I1 
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A l 'aide  do  çcs'étjualions,  ; ~ ç -vers  le  ecntic}  vont  en 

rie  niveau,  sensiblement  <F/,e' JJ  ^ s’allàngeant 

'lotis  la 

s’aplatissant  vers  les  pé  eS>  ^ mesure  que  l on  s'éloigrin 
direction  da  l’astre  extéiieuf's  , , • 

» • . * * ' ^ S *• 

fie  ce  point . •*  * • • - 

% En  effel,  eu  posant 


r 

U : 


v réquation  (10)  donne 


(I2) 

d’où 

(«3) 


a — 


4.[2+-7jjjf3iür» 

2**  • ' ,r 


r/i- 

du 


* . , . ;.;Ve  puisque  f < » i ainsi  *j*  Jp 

et-  cette  donnée  est  posiliv  I * ' ^ * 

« ï i„  vnisinace  du  centre,  u étant  très- 
• augmente  avec  R;  dans  lo  VG1  *> 

« ^ ot  5_  reste  sensiblement  constant 

grand,  — - est  trcs-petit,  ce 

nu  “ » « 

et  égal  à l’unité.  ‘ 

-Posant  •' 

" 1\  , ***•.  1 . • ‘ ‘ 

«’=  r’  •'  • • 

l’équation  (n)  donne 

, ••  f,  -ejv±  pc)]  £ + [«  * ' ; *' 

(tq.)’  * “ — ^ " 2—2«'  * • 

d’où  ' 


r£*x»‘  _ 
rit*.  - 


a — aw». 


an  4.  a -H  y (I  + fl)  + 3 [I f («  -+7  f*)] 

pour  démontrer  que  .cette  dérivée  est  positivp,  il  nous 
suffit  cl  'examiner  le  cas  où  i — y ( • -4- p)  =f  ° Vla  ‘ pn  ,on 

«>  o ,o-x*ge  que.  ' • - 

i ^ -4-  f*>  ...  •-  ' . 

- -.  •>  «*’  <L  — » , • . 

. 1 ’ 1 'r  7(* -**<*)..■**=■ 1 ’ • 
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*1  que  • ' , Mi 

r . • \ ‘ . * ' \ 

• s«  + î+7(l  + j»j  + 3l)-'7{i  + fi)]K.>  V. 
plus  grand  que  , . » 

3»-h  t 7(1  — p)—  3,[2  -f-  V («4-  (A  J]  = 2[«  — 2 — y (,  -f.  pj], 

qui  est  une  quantité  positive  qn  vertu  de  l'inégalité  (8). 

Ainsi  éUjllc  3.  croîtavcc  R,  et  on  verrait,  comme  nom-  — , 
R . 1 . * > R' 

que.  Vers  le  centre,  ce  rapport  est  sensiblement  égal  à 
l’unité.'-  ‘ , 

12®'.  Discussion' de  la  suiface  libre  d'une  atmosphère. 
— Î'Ïcdus  appellerons  surface  libre  de  l'atmospbèrc,  la  plus 
grancle  des  surfaces  de  niveau  fermées,  celle  qui  atteint  la 
«ttrfssce  limite.  C’est  à la  surface  libre  que  se  termine  l’al- 
mosplière  quand  elle  s’étend  aussi  loin  que  possible,  mais 
elle  peut  se  terminer  à une  autre  surface  de  niveau  inté- 
rieurç.  ; - • - ' 

r trouver  la  valeur  de  la  constante  C,  qui  correspond 
* surface  libre,  il  suffit  d'exprimer  que  son  demi-grand 
axe  cst  ^g9]  au  pjus  ray0n<le  la  surface  limite  (H9), 

R *=«(/ f -, 

. • V a *t-  7(1  -+-  p)  • ; ,*t 

Portant  celte  valeur  dans  la  troisième  de3  équations  (9), 

ttfOuve  . , v 


ou 


• CR  = 3 j*  ou  C==3p*  

Pour  calculer  les  rapports  des  axes  »R,  alV>  2 R" de  la 
s vtrfice  libre,  il  suffit  de  remplacer  R'  par  la  valeur  ci-dessus 
clans  les  équations  ^12)  et  (i4)  qj»*  donnent  • 

-07)’  ^+3t2  + 7(,  + tl)],^a.[-3-+-y('  + ^ = ü’ 

08)  i î- - *l«- +?))»•■  + 3f*  + i( . P) !•*-* *{7 


iinP 


mi 


.a7,  „ xnAlTÉ  étÉMBKT*.  . 

» De  la  première  0Y1  tire  % * 

rf"  I-  ( ?.  — , 3 <•  j_ . = —=-“^SW  i — 1>).  ' 

7j,~  6^(.  — e)  :-.^7  > 

" «<am  inférieur  à limité,  CCI  ****** 

P««i  livra,  „ vernit  avec  -/  et  ,u  i.c  '* 

i*>..d.m  » „ - y = o,  éa.  <lcnnc  par  i o„ 

,/•  -i-  6 •>  — 4 ==  °*  . ■ * 

qui  n’a  qu’une  seule  racine  ruelle  Honl  ^a  J F ^pproidiée 
e«  <>,626. Le  maximum  de  v,  qui  a lien  po ur //=  oo-v/==<jo 


l’on  voit,  ainsi  q«e»  Jans  *ous  les 


cas, 


w 


*»SÏ 


• esl  3 — 0,667,  et 

dw-  * » ’ . 

diffère  peu  de  ~ Lorsque //et  7 seront  donnes, .on  pourra 

toujours  calculer  le  rapport  v au  moyen  de  lVqualion  (iÿf 
il  n’y  aura  pas  d’incertitude,  puisque  cette  équation  a 
’ deux  racines  imaginaires  et  une  racine  réelle  comprise  entre 
v a,6ag  et  0,667.  . * v 

.1-  équation  (18)  donne  * . ’ 

' . £2.'  __ y [(««.  — ip(p-j- 2)}»  'J*  (t  -h  n)  + 

f,h  i8fv>(i  — te)  ’ tf 7 1 — «’) 

et,  roinmc  ti»  <^1,  les  deux  dérivées  sont  positives  et  u* croit 
avec  fj.  let  7.  Le  minimum  de  o*,  correspondant  à /t=o, 

Y =?=  0 •»  est  donné  par  la  mômé  équation  que  celui  de  v^et 
. esc  a pi»ï-oximativement  égal  à 0,626.8011  maximum,  cor- 
. '‘ospoiaxJant  à fi==  00 .,-7  = 00  , dépendrade  L’équatio.n 
. * . • , 

.,  * . - . — l)J  -+-  ?)?==  **«*  — 2jn*  -f-  2 ===  <»,*  ,.r.  r . . • 

* . / , ' - i -,  # , ‘ v , • . * - , y 

ou  sera  «gai  a 1 imité.  Le  rapport  dç  l’axe  moyeu  ne  pourra 
donc  v aider  qu’entre  0,626  et  'Limité,- limites  çijlrp-lcs- 
ijuel  lc»  se  trouvera  comprise  Punique  racine  réelle  de l’éipia- 
tïon  f * 8)  correspondant  à de1*  V-nli-iii'S'donhécJi.iltr  u'rt  y;  • 

• * m **  ’•  * * . , • 
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si  1 — 7 (*  P)  !>  ° » dans  le  cas  contraire  cette  équation  a 
uneracixxet  négative,  une  racine  positive  plus  grande  que  i, 
et  une  autre  racine  comprise  entre  0,626  et  1,  qui  convien- 
dra seule  à la  question. 

L équation  (4)  donne,  en  substituant  à C sa  vdleur 

— » relative  à la  surface  libre,  et  en  y remplaçant  x par 

x + B,  de  manière  à placer  l’origine  à l’un  de*s  sommets 
situés  sur*  Ox, 


ai’ 


— 4 R T -f-  2.R*  — .y3  — 


v (*>■+■  f*)  ■ 


vTÆ-+-R),-t-r’+  T> 

•?,  nr+R'+  ri  3 ^ 

«’  "“T' 


m 


2 


Il  est  facile  de  s’assurer  que,  pour  la  nouvelle  origine,  les 
trois  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, que  flous  désignerons  par  F pour  abréger,  sont  nulles; 
qa’il  y à,  par  suite,  en  ce  point  une  infinité  de  plans  tan- 
gents dont  l’équation  de  l’en  veloppe  est 

d’où,  èn  remplaçant  F par  valeur, 

(19)  [3+y(J  + (1)]|1_3[aH-7  (»  +{*)]*’  -t-3>J  = o, 

équation  d’un  cône  du  second  degré  qui  est  de  révolution 
autour  de  Or  lorsque  y=  o.  En  vertu  de  la  symétrie; 
l’autre  extrémité  du  grand  axe  jouit  de  la  même  propriété. 

122.  Des  surfaces  de  niveau,  extérieures  à la  surface  libre. 
— Examinons  maintenant  ce  que  deviennent  les  surfaces  de 
niveau  au  delà  de  la  surface  libre.  La  troisième  des  équa- 

18 
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a74 

tionS (g) donne 


ÉLÉMENT*  IBB 


C=ï 


dC 

rfR 


- l'on  voii  1„  -rf—  *■  -< — 0, 

i'fc  iiwL,  (roissantcs  depu..  »-«  J"£u  . I. 
leur  (.5)  correspondant  à la  ,urf.«e  l'bl«'  rtl*»d«n.  elle,. 

mêmes  à de,  Les  de  C décroisa...-  **•»  r,„flni  jw. 

qu’à  la  valeur  (16).  . 1 

En  supposant  que  C aille  encore  en  décroissant  a parUrde 

cette  limite,  on  aura  des  surfaces  de  mveau  extérieur*,  à 
la  surface  libre,  qui  couperont  la  surface  limite  mais  qui 
ne  rencontreront  .plus  l’axe  Ox,  puisque  alors  R devient 
imaginaire.  Les  courbes  ^intersection  de  1 une  de  ce,  sur- 
faces de  niveau  avec  la  surface  limite  satisferont  à la  con- 


dition' 
(«) 


— 

r— ' C ’ 


obten  ne  en  retranchant  de  l'équation  (3)  l’équation  (5) 
mul  tipliée  par  r. 

Di ileremiant  l’équation  (3)  par  rapport  à r,  en  laissant 
& et  <p  constants,  il  vient  V 


rtC  ar,_  ...  ...  •» 

- • = — (Ssin’Ocos’il.  — i) r ■ 

r/r-  aJ  ' T ' r* 


Qy  ( 1 -t-.p) rsin'O 


ei,'e*xx  éliminant  0 et  <{/  au  moyen  de  la  même  équation, 


dr 

dC 


Tan  t.  que  cette  dérivée  aura  une  valeur  finie,  deux  surfaces 
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consécu. liv es , répondant  aux  valeurs  C,  C+dC  de  là 
consun  ter,  cl  i Aéreront  infiniment  peu.  Mais,  dans  le  voîsU 
nage  de  la  courbe  suivant  laquelle  une  surface  de  niveau 

traverse  la  surface  libre,  d'après  la  formule  (a),  — devient 
. » . d C 

infini . . ' . 

En  considérant  la  surface  libre,  puis  la  surface  de  ni- 
veau correspondant  à une  valeur  un  peu  moindre  de  Ç on 
reconnaîtra  que  cette  dernière  enveloppe  la  précédente 
quelle  en  diffère  infiniment  peu  jusque  dans  le  voisinage 
de  l’axe  Oj:,  mais  qu’au  lieu  de  couper  çet  axe  comme  la 
surface  liüre,  elle  s’arrête  avant  de  l’altciudre,  devient  tan- 
gente aux  rayons  Vecteurs  pariant  du  point  O,  et  s’éloigne 
ensuite  indéfiniment.  * . 

• ' . ’ ‘ ‘ • » x, 

123.  .Cas  où  fx  — oo.  Application  à,  l'atmosphère 

solaire.- — Ce  cas  est  celui  de  l’atmosphère  du  Soleil, aUçudû 
que  l’attraction  des  planètes  sur  un  poîmde  cette  atmosphère 
est  négligeable  par  rapport  à celle  du  noyau  solaire,  soit  en 
raison  de  la  petitesse  relative  de  leurs  masses,  soit  par  suite 
de  leur  éloignement  de  la  masse  quelles  attirent. 

L équation  des  surfaces  de  niveau  devient,  dans  ce  cas, 


et  y est  donné  par 


1 +.  1-  r*  sin=>0=rC, 
r a3 


a, 


et  désignant  le.  rapport  de  la  force  centrifuge  à la  pesanteur 
sous  l’ équateur,  à une  distance  du  centre  égale  à l’unité. 

. Les  surfaces  de  niveau  sont  de  révolution  autour  de  J'axe 
de  rotation  du  Soleil,  ce  qui  est  visible  à priori. 

On  trouve  «oit  directement,  s<?it  en  partant  des  équa- 
tions (9), 

• • U' it  — ^1'  _ *R];-  • • . 

. K *’  ‘ B.*'  • 2 • 


18. 
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M l «pl.dtOT«n.  des  couches  de  niveau  crou  ^ 

distance  au  centre.  . • , 

L équation  de  la  surface  iimiic  e' 
œr^sin,0  = • * 


et  celle  de  la  surface  libre 


_ -4-  ar’sm 


dont  les  deux  demi-axes  ont  pour  longueurs  . . 

R'=§R,  R'=R  = « j* 

L’équation  (19)  des  lieux  géométriques  des  plans  tangems 
au  sommet  du  grand  axe  de  la  surface  libre  devient 

• ztzy  = *fë* 

* , • 1 

et . représente  deux  plans  faisant  entre  eux  un  angle  de 
* 10  degrés.  La  surface  étant  de  révolution,  elle  possédé  dans 
le  plan  de  l’équateur  une  arête  saillante  qui  n est  autre 
chose  que  l’intersection  de  la  portion  fermée  de  la  surface, 
avec  .«es  deux  nappes  infinies. 

I-.«  section  faite  par  un  plan  passant  par  l’axe  du  Soleil 
donne  une  figure  analogue  à la fig.'t  5 dans  laquelle  L,  L’  re- 
présentent les  deux  nappes  de  la  surface  limite,  S la  surface 
libre , S,  une  surface  de  niveau  intérieure,  St  une  surface 
• de  n iveau  extérieure  à S.  Si,  par  suite  d’une  certaine  in- 
fluence, le  fluide  atmosphérique  enveloppant  le  Soleil  dé- 
passe la  surface  libre,  il  s’écoulera  dans,  le  plan  de  l’équa- 
teur par  l’ouverture  que  présentent,  dans  cette  région,  les 
surfaces  de  niveaq  St,  y formera  une  sorte,  d’anneau  cir- 
cula n t encore  autour  du  Soleil,  mais  qui  sera  désormais 
indépendant  de  l’atmosphère.  Cet  effet  se  -produira,  par 
exemple,  si  le  noyau  solafre  en  se  refroidissant  éprouve  une 
çoti  traction,  d’où  une  réduction  dans  le  moment  d’inertie 
une  augmentation. dans  la  vitesse  angulaire;  car,  a aug- 
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mentant-  «s*-  R diminuant,  la  surface  libre  se  rétrécit  en 
restant  se  rrxblable  à clic— môme,  et  tout  le iluidc qui  se  trouve 
en  debo  x~s  échappe  ainsi  qu’on  vient  de  le  dire. 

La  m a t ï ère  qui  nous  réfléchit  la  lumière  zodiacale  ne  peut 
pas  être  «considérée  comme  faisant  partie  de  l’atmosphère 
solaire,  car  elle  affecte  la  forme  d’une  lentille  très-aplalie 
dont  1* rô  te  vive  se  trouve  dans  le  plan  de  l’équateur,  tandis  * 
que,  d’après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  le  rapport  du 
petit  axe  au  grand  axe  de  l’atmosphère  solaire  ne  peut  pas 

être  inférieur  à - • D’autre  part,  les  valeurs  trouvées  pour 

R,  R"  montrent  que  cette  atmosphère  ne  peut  pas  s’étendre 
jusqu’à  l’orbite  d’une  planète  qui  circulerait  autour  du 
Soleil  dans  un  temps  égal  h celui  de  la  rotation  de  cet  astre, 
c’cst-â-dii-e  à a5  f jours;  elle  est  donc  fort  loin  d’atteindre 
les  orbes  de  Mercure  et  de  Vénus,  tandis  que  la  lumière 
zodiacale  s’étend  beaucoup  au  delà.  Il  y a donc  tout  lieu  de 
croire  que  le  fluide  zodiacal  circule  autour  du  Soleil  sui- 
vant les  mômes  lois  que  les  planètes,  et  que  c’est  pour  cette 
cause  qu’il  n’oppose  qu’une  résistance  insensible  à leurs 
mouvements. 


124.  Cas  oà  y = i.  — Application  à la  Lune.  — Ce 
cas  est  celui  pour  lequel  le  mouvement  de  rotation  de  l’at- 
mospbère  s’exécute  dans  le  même  temps  que  celui  de  la 
révolution  de  l’astre  extérieur,  et  l’atmosphère  aura  une 
figure  permanente  d’équilibre  si  « est  constant  comme  nous 
le  supposerons  dorénavant.  C’est  ce  qui  aurait  lieu  notam- 
ment : i?  pour  l’atmosphère  lunaire,  si  elle  existait  .sou- 
mise à l’action  perturbatrice  de  la  1 erre  à laquelle  elle 
présente  toujours  la  môme  face  ; P®"  u»e  C0lnète-  daus 

le  voisinage  de  son  périhélie. 

a . . . surfaces  de  niveau. 

On  a,  pour  1 équation  des  sur 


r—>  (3  sin’0  cos’.}.—  i)  -\r  -~jr 


— (r  -t- pjsin’S  = C, 


f 

Digitized  by  Google 


*78  XKAIXÉ  É^MEI-XA.ltE 

' • « 
et  pour  celle  de  la  surface  limite, 

. * % • 

L«»  couches  auho.phûriques  .ont  Vf  ri,» 

vcra  le  centre,  et  ù mesure  que  1 U'1  3 . ’ es  v«tt 

■ en  s'aplatissant  aux  p6I«  et  en  Jlonge.m  du.  J,  ^ 
tion  du  corps  extérieur.  . ; » * 

La  formule  (.6)  donne  pour  la  valeur  de  la  constameC) 

correspondant  à la  surface  libre,  ^ 

• • 


î»  I 

3 4 f* 1 

C = u~  ’ 


* • - ( . • 

et  la  formule  («5)  pour  son  demi-grand  axe, 

-•*  •••  • R=* v7!’  ' 

en  négligeant  la  petite  fraction  /a  devant  trois  unités. 

La  masse  de  la  Lune  rapportée  à celle  de  la  Terre  étant 

' «4  = £*»  on  a . 

R=o,o6ff, 

* * • . ( 

soit  environ  g de  a,  et  Ton  voit  ainsi  qu’une  atmosphère 

autour  de  la  Lune  ne  pourrait  pas  s’étendre" au  delà  de  la 
citKjumème  partie  de  sâ  distance  à la  Terre.- 

^n  teouvera  facilement,  en  supposant  fx  infiniment  petit, 


R 


II'  2.  • 


o,638, 


<Tbù 


R=r,567R'’,  R'=r  i,o45R", 

«f,  pour  ] équation  du  cône  enveloppe  des  plans  tangents- 
aux  so  «xi  mets  de  la  surface  libre, 

4*’  — 9 -x1  -+-  3 j-*  = o. 
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Si  le-  atmosphérique  se  trouve  eu  excès,  on  recon- 

naîtra, en  employant  un  raisonnement  analogue  à celui  du 
numéro  précédent,  que  l’écoulement  au  fa  lieu  parlesdeüx 
pointes  opposées  que  présente  la  surface  libre,  sjuivant  la 
direction,  de  son  grand  axe.  J ' . 

« a * 

* * '•  " » 

• 136.  Ccw  où  V atmosphère  n'a  pas  de  rotation,  oa  de 

7=0. ISTous  supposerons  de  plus  p très-petit,  et  noua 

nous  trouverons  dans  les  couditiona  d’une  comète  n’ayant 
qu’un  mou  ventent  de  translation  rectiligne  vers  le  Soleil. 
On  a,  pour  l’équation  des  surfaces  de  niveau, 

N (3cos’<î  — r)  -f-  — = C,' 

a3  ' r 

• ' ; - 

et  pour  celle  deia  surface  limite, 


-l(3cos -T- i)  — £ = o. 

\ ■ ..  * ' 

Ces  surfaces  qui  sont  de  révolution  autour  de  O.r  ont  qn 

cône  asymptote  commun  représenté  par  'V. 

__  • • "<V;  # 

• 3 cos2  3 — * —o, 

(1  OU  ' t 

J = 54',44'  OU  .y’+a’asai». 


*•  j*: 


Enfin  on  trouve  facilement,  pour  la  surface  libre, 

• , -i  - - sfei 

3 «.a*  f*a 

. î'.  i.,  t*  P>  Æ* 

R=  <*  V 

. ‘ ^->m*ÊS&JhÂ&*<aâÊBte--  ‘ 

R-r»  6 R 4 = 0, 

• — - — 1—  •— "* 

a®  B: 


d'où 


ifr  *>«■  é»? 


*%ïA*si'4.  » 


• ■ * Tiÿ.çcje  , 


£^0,636, 

iv  >*  ■ * * ; 
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extrémités  de  l’axe  aR  est  identique 

ci-dessus  [voyez  la.' fi  g.  16). 


120.  Application  aux  phénomènes  comêtaires 

comète,  pendant  une  grande  partie  e son  rajet)  ou^ 
presque  en  ligne  droi  te  vers  le  Soleil , et  décrit  au  contraire 
. dans  le  voisinage  du  périhélie  un  are  sensiblement  circu- 
laire.  Dans  l’un  et  Tautre  cas,  le  demi-axe  de  la  snrfac# 
libre  sera  donné  par  (124 r et  12S) 


7 étant  nul  dans  la  première  hypothèse  et  égal  a l’unité 
dans  la  seconde.  Il  est  probable  que  l’allongement  suivant 
• , direction  du  Soleil  tend  à régler  I orientation  de  la  co- 
mète de  manière  qu’elle  présente  constamment  Ja  même 
lace  au  Soleil,  par  assimilation  avec-  ce  qui  a lieu  pour  la 
Lune,  comme  nous  le  verrous  plus  loin. 

Quand  la  comète  s’approche  du  Soleil,  son  fluidé  atmo- 
sphérique, sous  l’influence  de  la  quantité  de  chaleur  qu’il 
reçoit,  se  dilaté  progressivement,  en  même  temps  que  les 
dimensions  de  la  surface  libre  diminuent  avét  la  distance 
au  Soleil.  Pour  ces  deux  motifs-,  le  fluide  atmdsphérique 
,doit  s’échapper  sous  la  forme  de  gerbes  ou  de  queues  vers' 
les  sommets  du  grand  axe.  Après  le  passage  au  périhélie, 
a augmenie;  la  seconde  cause  de  la  production  des  queues 
n existant  phis,  elles  ne  subsistent  qu’en  raison  de  l’accu- 
mulation  de  la  chaleur  solaire  et  de  la  dilatation  qui  en 
résul  te  dans  l’atmosphère. 

a pires  cette  théorie,  réservation,  au  lieu  d’accuser  une 
seule  queue  à l’opposé  du  Soleil,  devrait  constater  l’exis- 
tence <1.  une  seconde  queue  symétrique  de  la  précédente,  ou 
dirigée  vers  cet  astre,  ce  qui  ne  parait  jamais  s’être  présenté. 
If  fau  t donc  que  le  phénomène  dépende  d’autres  causés  que 
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de  cell  «s  de  la  gravitation,  el  c’est  ce  qui  p conduit  M.  Fayé, 
au  sujet,  de  la-  comète  Donali,  à se- demander  si  l’pu  ne 
pourrait  pas  se  rendre  compte  des  apparences  par  la  con- 
sidérât, i «xx  d’une  force  répulsive  dont  on  attribuerait  l’ori- 
gine aux  radiations  solaires,  et  qui  aurait  pour  effet  de 
supprirraer  la  seconde  queue.  C'est  ce  que  nous  allons  main- 
tenant g tiadier  avec  IM.  Roche,  sans  entrer  en  discussion  an 
point  de  vue  métaphysique  sur  la  cajisc  qui  produit  cette 
force.  . — • 

• a 

§ II. Des  atmosphères  COSÎÉTAIRES  dans  l’hypothèse 

d’uwe  roncs  RÉPULSIVE. 

127.  Dans  ce  qui  suit,  nous  conserverons  les  notations 
du  paragraphe  précédent,  en  y supposant  « ou  y = o. 
Nous  admettrons  que  la  force  répulsive  varie  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance,  qu’elle  est  proportionnelle 
au*  hiasses,  mai»  d’autant  plus  grande  que  la  densité  de  la 
matière  sur  laquelle  elle  agit  est  plus  faible;  l’accéléra  lion 

* vc; 

quelle  produit  sur  m peut  donc  se  représenter  par-—  - • v 

M ’ni 

(fiS-  *4),  étant  un  facteur  qui  varie  en  sens  inverse 
delà  densité  de  la  matière  ci-dessus," et  que  l’on  devra  con- 
sidérer comme  nul  pour  le  noyau  cOmétaire  dont  la  den- 
sité est  tres-grande. 

Si  la  force  répulsive  agît  avec  la  même  intensité  dans 
toute  l’étendue  de  l’atmOspb£re>  ? est  cons,ant  et  le  travail 

élémentaire . ?M'  dîsïfrn  est  une  différentielle  exacte:  il 

M'/n  . . " 

ri’en  serait  plus  de  même  si  <?  'ar,a,t  »>"<»  r et  d;  mais 
alors  le  travail  total  des  forces  n étant  plus  une  fonction 
des  coordonnées,  il  n’y  aurait  plus  de  surfaces  de  niveau 
et  l’équilibre  serait  impossible -,  le  problème  proposé  serait 
donc  saris  objet;  c’est  pourquoi  nous  supposerons  doré- 
navant ç constant.  _ • ' 
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* 428.  Équation  des  surjace  . nivcaü  sera  e 

limite.  — L’éqnation  des  sUI  ace 

’ M'  -+-  y = C»  . ' • . 

* (i  ~'^'^r=r  . “J 

. M «* 

ou  jvi  M'j? 


(*  •j-t) 


Lm'ot  j 


-+- 


c,  . 


et,  «n  remplaçant  le  coefficient  n<>  'aleur 

approchée  que  nous  avons  trouvée  ■ 


cos  J 


(O  . (i  _f)  lJ(3cos’<î  — 0 •+-  "T  «’  • * 

d’où  l’on  déduit  pour  l’équation  de  la  surface  limite 

* p <fcosS 

(j  — <p)~j  (3  cos*<î — *)  pï  °' 


(2) 


ii  i „ de  l’atmosphère  intérieurs  à 

et  J on  aura  pour  les  points  ae  i r 

cette  surface 

. „ tt.  «pcosÆ 

Ü - ?)  ^ (3  cos’J  -O--,  ^ 


<o. 


Les  surfaces  de  niveau  et  la  surface  limite  étant  de  révo- 
lution autour  de  . Ox,  la  discussion  devra  uniquement  por-  . 
ter  sur  une  section  méridienne  qui  sera  si  Ion  veut  celle 
que  détermine  le  plan  zOx. 

- 129.  Discussion  du  méridien  limite.  — Supposons  d’a- 

bbrd  <p  < i,et  soient  {fig.  17)  A7,  A les  points  où  la  courbe 
limite  -coupe  Ox  entre  Ô et  le  Soleil,  et  de  1 autre  côté 
du  point  O ; i/=  0A;,  r,=  OA  les  valeurs  de  /*  déduites  de 
l’éçpia  tion  (a)  pour  d = o,  ô — ar ; on  a 


2(1  — f)r'‘ — (far'1  — pa*  — Ot  ’ 

2(1  — ?)r{  -+-  f/ar]  — p.«s=o, 

équations  qui  n’ont  chacune  qu’une  racine  positive  et  qui 


1 

k 
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donnerai.  par  soustraction  ' * 

2(«—  ?)  i'-'3  — 7)  = ?«(r'« +/.’),  . 

ce  qui  exige  que  r' rt  ou  OA'>0A.  . • 

0»  reconnait  facilement  : i°  que  la  coürbe  a deux  asymp- 
totes co i' ccspondant  aux  valeurs  cos o = ± -1= ’et  qui  se 
coupent  cxi  un  point  G,  situé  entre  O et  À',  déterminé  par 


oa 

47=7)’ 


a°  que  les  rayons  vpcteurs  parallèles  à ces  asymptotes  ne 
rencontrent  pas  la  branche  de  courbe  qui  passe  par  le 
point  A',  mais  qu’elles  rencontrent  l’autre  brandie. 

En  faisant  croître  cp  jusqu’à  l’unité,  C s’éloigne  indéfi- 
niment dans  la  direction  du  Soleil,  et  la  branche  qui  passe 

par  A' disparaît.  . ' 

Si' 9*  est  assez  petit  pour  que  l’on  puisse  en  négliger  le 
carré  ou  le  produit  par  [*,  les  équations  (4)  donnent  ap- 
proxima'ti  vemen  t 


(5) 


Dans  le  cas  où  <j>,  n’étant  plus  très-petit,  va  en  croissant 
sans  atteindre  l’unité,  on  voit  sans  peine  que  la  racine  po- 
sitive de  la  première  équation  ( 4)  est  supérieure  à 

cp  fi 

i— T * 

• - , 2 (I  V > 

quantité  d.e  l’ordre  a c’est-à-dire  très-grande  par  rapport 
aux  dimensions  de  l’atmosphère  cométaire. 

La  racine  positive  de  la  seconde  équation  (4)  est  infé- 
rieure à « y/£ct  est  très-sensiblement  égale  à cette  limite 


» 
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lorsque  fi  étant  très-petit,  ? * passant  par  A's'ë. 

de  U que,  ^ augmentant,  la  . dire  pIUS  en  ra-  ^ 

rapidement,  et  n’existe  pour  a finie  de  a.  jua.n,de 

son  grand  éloignement  pour  un i - est  la  j,^  '8(J« 

côté  opposé  il  existe  une  bran  *1  . *n°- 

sphérique. 

Si  7 = if  l’équation  (2)  devient 
- r’cosî.-t*  fU*,::= 

et  la  courbe  limite  est  formée  d’une  seule  branche  située  * 
gauche  de  Oz,  ayant  cet  axe  pour  asymptote  et  coupant  Qx 

• a la  distance  a v u*  • , , 

Lorsque  > i , la  branche  limite  de  gauche  subsiste 

seule,  coupe  Oar  à la  distance  a y / ~ et  Oz  en  deux  points 
symétriques  déterminés  par 


Si  N est  le  point  où  la  branche  de  gauche  est  coupée  par 

le  rayon  défini  par  cos  $ = j=>  ou,  a 

V3 


et  f4omme 


^3  y/A 

-vl* 


on  voi  t cjuc  la  droite  AN  reste  parallèle  à elle  même,  quel 
que  soit  ç. 

130-  /discussion  dés  lignes  de  niveau. — Inéquation  (i) 
peut  sse  mettre  sous  la  forme 

(S)  ■ ( a tf)r>(3cOsit — i)  — o.far3  cosâ-t-  2 pa*=  Ca*r. 
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Supposons  d’abonl  très-petit  et  considérons  les  lignes  de 
niveau  qui  passent  par  A et  A'.  La  constante  C se  déter- 
minera eu  substituant  pour  r dans  l’équation  (2),  selon  le 
cas,  l’une  ou  l’autre  des  valeurs  approchées  (5),  respecti- 
vement dans  les  suppositions  $ = 7r,  â = o,  et  l’on  trouve 
ainsi 


(7) 


(1 — y)  r1(3cos,J — 1) — 2'ftir'cos3-{-2pas 


• • 

pour  l’équation  de  la  courbe  qui  passe  par  le  point  A,  et 


(8) 


(t — fJr’fScos’i—  1)  — 2<parscosi  -4-  2 fio*  * 

= r [6aj  (1  - ?)  ÿ/  j- 2 ï"’ 


pour  l’équation  de  la  courbe  qui  passe  par  le  point  A'. 

Des  courbes  représentées  par  les  équations  (7)  et  (8),  la 
seconde  est  extérieure  à la  première;  en  effet  deux  courbes 
de  niveau  ne  se  coupent  pas,  et  la  seconde  rencoutre  Or  à 
une  plus  grande  distance  du  point  O ; car,  eu  supposant 

r 

J =-r  et  r=  r0  dans  l’équation  (7)  et  â ==  - et  R = R, 

dans  l’équation  (8),  et  retranchant  l’un  de  l’autre  les  ré- 
sultats obtenus,  on  trouve 

f • 

(I - f)  (RJ -rl ) + 6(R.—  r.)  (.  — ?Ky/ÿ=2(B.+r,)T<,> Jjï  ; 
d’où  R,,  rt. 

La  forme  de  ces  courbes  se  déduit  des  deux  théorèmes 
suivants: 

i°  Aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  limite  avec 
une  courbe  de  niveau,  celle-ci  est  tangente  au  rayon 
1 vecteur . • • 

'4 

* * 
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dS 

dv’ 

d r- 


et  comme  ona^=o  pour  la  courbe  limite,  ~e«  infin; 

pour  les  points  Communs  à ces  deux  lignes,  Ce  qui  dé_ 

montre  le  théorème  énonce. 

& l'un  de  ces  points  de  rencontre  est  sur  l aoce 

d y passe  deux  branches  de  la  courbe  de  nweaUj  ct  )a 
surface  correspondante  y affecte  la  Jorme  conique. 

Car,  pour  5 = o,  d = jr,  la  dérivée  par  rapport  à d du 

premier  membre  de  l’équation  (i)  est  nulle  ou  — = 0,  et, 


comme  on  a aussi  Ç = o,  ^ est  indéterminé  et  le  point 

considéré  est  double  ou  multiple. 

Il  staît  delà  que  la  courbe  de  niveau 18)  passa&t 
par  - le  point  A se  partage  en  ce  point  en  deux  branches 
infinies  et  est  fermée  entre  A et  A , que  la  courhe  de  ni-, 
veau  passant  par  À' se  bifuique  de  la  môme  manière  en  ce 
.point  , et  s’ouvre  à sa  rencontre  avec  la  courbe  limite 
en  I^,  F',  où  elle  est  tangente  aux  rayons  vecteurs  OF,  OF'. 

Les  surfaces  de  niveau  correspondant  à ces  deux  courbes 
sont  z l’une  fermée,  sauf  au  point  A,  c’est  la  vraie  surface 
libr&  ; l’autre  sé  transforme,  au  point  conique  A',  en  une 
nappe:  ill  imitée,  et  s’entr’ouvre  du  côté  opposé  en  F,  F', 
pour  s’étendre  indéfiniment.  Si  ces  deux  surfaces  ne  sont 
pas  tx~op  éloignées  1’uiie  de  l’autre,  elles  pourront  contenir 
une  couche  de  niveau  entretenue  par  la  dilatation  continue 
du  £1  uide  atmosphérique,  qui  s’écoulera  d’une  part  dans 
la  queue,  par  l’ouverture  F,  F',  et  de  l’autre  vers  le  Soleil, 
par  le:  point  A',  où  il  se  formera  un  jet  secondaire  ou. 

aigrette-  , * 
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Supposons  maintenant  que  <p,  étant  toujours  inférieur 
à l’unité,  ne  soit  plus  tres-petii;  d’après  le  numéro 
précédent,  l’équation  (6)  doit  être  vériliée  par  d = rt, 

r=  OA  =.ay/-,  et  l’°n  trouve  aussi  pour  la  courbe  de 
niveau  passant  par  Le  point  A : 

(9)  (*  — ?)  r’(3cos’Æ — 1)  — 2çflr,cos<î  -t-  2f»a5  = 4o,ry'pj>. 

Cette  courbe  coupe  O x en  un  point  déterminé  par  l’é- 
quation 

2 (1—  y)  r 1 — 2 yar! — 4 «’ryjtÿ  -+-  2ft n3=  o, 
dont  l’une  des  deux  racines  positives  est  approximative- 
ment , qui,  étant  très-grande,  se  rapporte  à une 

branche  de  courbe  fort  éloignée,  dont  nous  ne  nous  occu- 
perons pas-,  l’autre  racine  est,  aux  quantités  près  de 
P ordre  p, 

r=ay/ï(v/ô— t), 

et  détermine  le  point  B [fig.  19).  En  appelant  D le  grand 
axe  OA  -+-  OB,  on  a 


/21X 

D“*Vf’ 


qui  diminue  quand  y augmente. 

. La  courbe  rencontre  Os  en  un  point  C déterminé  parla 
valeur  approximative 


OC 


-ivÆ 


Les  tangentes  au  point  double  A sont  données  par 
cos*d  = -,  d’où  d = ± 54°  44'.  ‘Les  courbes  de  niveau 
extérieures  Ja  surface  libre  sont  convexes  du  .côté  du 
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, . ..  rlp  la  surface  bu*). 

, » à la  rencontre 

ouvrent  “ „ „.,rteurs  emananldu  p0.  > 0|} 

. . ,,  »f>s  aux  rayons  vectox  « 


a88 
Soleil 

elles  I twgëntes  aux  rayon 

(Jc  ° imissani 


J'°PpOsé  du  Soleil  * • „ ,,„e  tarit  que  9>  est  très 

. ®**  *-oco„„»itr»  s^n.peioeqoe^  J a|)é|M  p^s 

'"'ign,,  ,,,  niveau  ont  des  njmp' L„„U'*K 


ière  à 


rentes  , «tueue  unique  Sj  ‘0 

donner  naissance  a «ne  CIU  * , 


des 


les 


c°V.rbes 


ont  aes 

; mais,  dés  .,ue  <p  prend  .™c  ,.!eUr  fi  » 
' ont  ..ès-éioignees,  et  1 on  peu. d.re 


«=_ très-élo)gne«.-»,  ~ 1 <?//„„ 

Emploies  sont  ti  , Cs 

, , eorresnondanta  cos’J^  ' 

ne>C:*  s^tentplus*,  ïes  droites  corresp  3 Co«- 

. la  direction  des  branches  .nfw/es. 

_ 1 /In  niVOOII 


tinu*. 


** ^ l" quadon  des  courbes  de  niveau  donne  . 


C«ïrfcv/c,rt‘'H  ,6r"3 cosiy 


^ COS  S 


et. 


, I».>X.,  oblc„ir  des  courbes  fermée.,  il  fam  prend™  I.  si*» 
'»p«r-i  eu,  du  radical , pu'sqa  ell«  °0,ve">  <»»P«r  le»  ata» 
'“ordonnés,  notamment  Oz,  à des  distances  finies  de  l’on- 


gin  . Lcs  intcrsections  avec  Ox  sont  données  par 


y/Ç3^  Ca> 

4 


pour  5=o, 


_ y/c ’a1  Ï6p«a- 

4 


C<i3 


pour  5 = jr. 


ce* 


ïtte  dernière  valeur  sera  réelle,  si  C’a4  > i6fià’ ; les 
el>cs  fermées  répondent  done  à des  valeurs  de  C décroîs-. 


; s depuis  l’infini  jusqu’à  C = £~^,  et  pour  cette  va- 


«Ttlrôme  on  a 


Ca’ 


= OA  = ~T  = atf*> 


cjxxx  caractérise  la  surface  libre. 

-orsque  i,  on  a également  vers  le  point  A une  ou- 
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verture  qui  est  unique  , et  qui  peut  donner  naissance  à une 
queue. 

En  résumé,  l’hypotVièse  d’une  force  répulsive  très-petite 
suffit  pour  expliquer  la  formation  d’une  queue  et  d’une 
aigrette;  mais,  dès  qu’elle  devient  comparable  à l’attraction 
due  à la  gravitation,  l’aigrette  disparait,  et  il  ne  reste  qu’une 
queue  à l’opposite  du  Soleil  - Les  figures  géométriques  résul- 
tant de  la  théorie  exposée  ci-dessus  sont  en  quelque  sorte 
les  esquisses  des  formes  observées,  et  cet  accord  est  d’autant 
plus  frappant  que  l’on  a supposé  l’atmosphère  cométaire  en 
équilibre,  tandis  qu’en  réalité  elle  est  en  mouvement. 


’ i 


*9 
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CHAPITRE  VII. 

liRs  OSCILLATIONS  DE  LA  MEH 
ET  DE  L’ATMOSPHÈRE. 


§ /. 


e, 


^^A-TIOns-gÉNÉIIALES  DES  PETITES  OSCILLATIOM 

de  LA  MRR- 

f***8  l’action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  la  mer,  en 
«Üfférence  des  accélérations  imprimées  à cha- 
ïïiolécules  et  au  centre  de  la  Terre,  se  met  en 


i3t-  S 
d€: 

r*"Je  de 

autoUr •'«datif  par  rapport  au  noyau  terrestre  tournant 
Èépa;s SOr»  axe,  et  sur  lequel  elle  forme  une  couchedont 
°sc‘Hatï  e«t  une  très-petite  fraction  de  son  rayon.  Les 

n°Di  des-  **  résultant  de  ce  mouvement,  connues  sous  le 

‘fensle®*  et  de  reflux  de  la  mer,  quoique  très-sensibles 

atlx  dir. k ^ ls  de  l’Océan,  ont  cependant,  comparativement 

,a,s°ti  de  la  Terre,  une  très-faible  amplitude,  en 

disent  _ ^lTle  de  la  faible  intensité  des  forces  qui  les  pro- 
^«encfe  r°  Pbénomène  est  d’ailleurs  compliqué  par  l’in- 

1 rn°u  *"  ^ Inertie  de  la  mer,  des  forces  apparentes  dans 

Allant 


guides. 
nitx  in  ^ 

B *o/t 
; po,-  . 
'tes 
r /- 


^ ^ er*t  relatif,  de  la  variation  de  la  pesanteur  ré- 

déformation  variable  de  la  figure  de  la  couche 
s — frottements,  des  pertes  de  force  vive  dues 

1 *es  qUe  présente  le  fond  de  la  mer,  ou  aux 
brusques  de  section  de  la  niasse  iluide  lors 
«sage  dans  les  canaux  qui  font  communiquer 
^Ve°  la  masse  principale  de  l’Océan.  C’est  à ces 
Ce  vive,  dont  il  paraît  à peu  près  impossible  de 
^ 1 ’ dans  les  reclier<-lies  analytiques  sur  les  ma— 

t ^ 011  doit  attribuer  le  retard  sensiblement  con- 

chaque  port,  de  la  marée  sur  le  passage  au 
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méridien  de  la  Lune  dont  l’influence  sur  la  production  du 
phénomène  est  essentiellement  prédominante  sur  celle  du 
Soleil;  on  sait  que  ce  retard  » reçu  le  nom  A' établissement 
de  port.  Quant  aux  frottements,  comme  il  s’agit  ici  de 
mouvements  très-lents,  on  peut,  par  assimilation  avec  les 
résultats  de  nos  observations  sur  les  cours  d’eau,  admettre 
qu’ils  sont  proportionnel  s à la  simple  vitesse;  mais  on  en 
fait  généralement  abstraction  dans  les  recherches  analy- 
tiques sur  les  marées,  recherches  qui  ne  sont  dès  lors  que 
de  pures  conceptions  théoriques,  ayant  surtout  pour  objet 
de  montrer  l’énorme  influence  des  résistances  que  l’on 
néglige. 

Malgré  ces  simplifications,  ie  problème  des  marées  pré- 
sente de  très-grandes  difficultés  qui  u ont  pu  être  surmon- 
tées que  dans  quelques  cas  particuliers,  en  se  donnant  à 
l’avance  une  loi  de  pr  ofondeur  qui  ne  peut  être  celle  de  la 
nature,  et  en  remarquant  que  la  partie  des  oscillations  dé- 
pendant de  l’état  primitif  de  la  mer  a dû  bientôt  dispa- 
raître par  suite  des  résistances  que  les  eaux  éprouvent  dans 
leurs  mouvements.  De  sorte  que,  sans  l’action  du  Soleil  et 
de  la  Lune,  la  mer  serait  depuis  longtemps  parvenue  à un 
état  d’équilibre  permanent  dont  ces  deux  astres  tendent 
sans  cesse  à ^carter.  On  n’a  donc  qu’à  déterminer  les  oscil- 
lations qui  en  dépendent,  conformément  au  principe  sui- 
va°t  du  à Lapla  ce  : 

« L'état  d'un  système  de  corps  dons  lequel  les  condi- 
^ns  initiales  du  mouvement  ont  disparu,  par  suite  des 
rd  sis  tances  développées  dans  le  mouvement,  est  périodique 
comme  les  forces  qui  sollicitent  le  système.  » 

• • wv  • v,.’.  V S --.A  ' ■ . \ 


132.  Équations  des  petites  oscillations  d'une  couche 

fluide  recouvrant  un  sphéroïde . , : . . 

TV„  . , „ ,1  a niveau  de  la  mer  et  de 

rious  avons  vu  que  les  couches  ae 

V. . , , 1 t soumises  a I action  de 

«modère,  .apposée.  umquc».e.>  ^ jj,  .. 

la  gravité  et  de  la  force  centrifuge. 
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comme  il  est  facile  de  Je  reconnaître  par  une  ligure;  la 
pression  et  la  densité,  s’il  s’agit  d’une  couche  gazeuse,  ont 
varié,  et  ne  sont  plus  nécessai  rement  les  mêmes  en  chaque 
point  de  la  couche  de  raiv.eau  déformée. 

On  trouve  facilement,  pour  les  composantes  de. la  force 
centrifuge  composée  du  point  m arrivé  en  m'  (*), 

. . do 

2/1  sine  — _ _ _ „ i . suivant  u>. 


— 2«(' 


cos  Q 


du 

dt 


si 


. tfo 

in  cos 9 -7- . . 
dt 


dn\ 

n0wF) 


suivant  v. 


suivant  11.. 


Les  composantes  pareille^,  dues  à l’inertie,  sont  respec- 
tivement — d'y  si.  « _ Le  travail  virtuel  de  ces 

. dt1  dt  »*  r//3 

forces,  pour  un  déplacement  élémentaire  sur  la  surface 
de  niveau  déformée,  sera,  aux  termes  du  second  ordre 
Près,  le  même  que  si  m'  se  trouvait  sur  la  sphère  moyenne 
au  point  n où  elle  est  percée  par  le  rayon  Om.  Le  travail 
virtuel  élémentaire  des  composantes  suivant  ce  rayon  devra 
donc  être  considéré  comme  nul,  et  l’on  a,  pour  la  somme 
travail  des  autres  composantes, 

rf* 

~do 


— %n  ^cosô 


du 


Sin®  ~dt  ) 


f’vl  ; 
-7—  rs) 


sinS  dis. 


dt  1 tte  / J 

/ <h> 

[^ncosO—  - <U*  ) 


Le  travail  virtuel  de  la  pesante*11’ 
, , « g cltr* 


est 


(*)  Vo/«-  mon  Traité  de  Cir\êmati<l*c  Put  e* 


n°*  loi  et  suivant/ 
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la  mer  et  de  1 almospli&r^  •.  rnajs  il  faudra  y joindre  l’équa- 
lion  de  continuité  que*-  nous  établirons  en  étudiant  spé- 
cialement chacune  de  ces  questions. 

133.  Équations  des  petites  oscillations  de  la  mer.  — 
Nous  prendrons  pour  unité  le  rayon  moyen  de  la  surface 
d’équilibre  de  la  mer.  La  profondeur  de  la  mer,  que  nous 
désignerons  par  y au  point  rn  de  la  surface,  étant  très- 
petite,  on  pourra  supp0ser  que  les  déplacements  éprouvés 
par  les  molécules  situées  sur  un.  même  rayon,  lors  de  l’équi- 
libre, sont  les  mêmes . La  formule  (A)  donne  donc  à la  sur- 
face de  la  mer,  en  négligeant  la  force  centrifuge  qui  est 
très-petite  par  rapport  à g, 

l [—  2 n .(c°3  ® -4-  si n 0 -^  j'-.inô^  . , 

° i / i ^ 

■+  (in  cos6  — — , - ) rdB  — gdz  4-  d V = o. 

v \ Ht  ) 


La  profondeur. y,  pn  tnr  étant  égale  à la  profondeur  cor- 
respondant au  même  rayon  lors  de  l’équilibre,  augmenté 
■*,.  ou  a 


7i 


^ ’ {îq  ci  tu  sin  0 


L’élément  de  surface  sphérique  — dcasQdn,  relatif  a 
P°int  m,  est  devenu,  en  m ', 
d cos  (Q  u)  d 


au 


d cos  0 der 
: — d cosOd  BT  ( I 


TU 


— 

si  nO  J 


dcosQda 

cii 


cl(u  sin  fl) 
~^îa!TdQ  sin  9 


!2-). 

dtj  I 


L’équation  de  continuité  s’obtiendra  eu  exprimant  que 
élément  multiplié  par  y,,  représentant  le  volume. du 
Prisme  élémentaire  correspondant,  «st  <!Sal  * —ydco^dvs, 


ee  qui  conduit  à 


e/(y«sia  0 ) 
, sin  0 ti  6 


• d.yv 
sin  Odts 
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Les  éqna lions  (i)  étant  linéaires  en  u,  t>,  g ou  Z,  et  V,  on 
voit  que  si  \ se  compose  de  plusieurs  parties,  l'oscillation 
totale  s’obtiendra  en  faisant  la.  somme  des  oscillations 
partielles  résultant  de  chacun  des  termes  de  V'  considérés 
isolément  et  successivement. 

Pour  tenir  compte  des  frottements,  on  devrait  ajouter 

respectivement  X — , X^  aux  premiers  membres  des  deiix 

premières  équations  (r),  X désignant  une  constante,  ce  qui 
n altérera  pas  la  forme  linéaire  de  ces  équations. 

D après  le  principe  énoncé  au  n°  131,  il  n’est  pas  néces- 
saire d obtenir  les  intégrales  générales  des  équations  {i),  il 
suffit  d y satisfaire  pour  chacun  des  termes  de.  V'. 

■134.  Calcul  de  l'attraction  des  astres.  — Soient  M la 
masse  de  l’un  de  ces  astres,  a sa  distance  au  centre  de  la 
Terre,  «p  son  ascension  droite  comptée  à partir  de  l’équi- 
noxe du  printemps,  vie  complément  de  sa  déclinaison.  En 
se  reportant  au  n°  118  et  à la  fig - * à,  on  trouve,  en  laissant 
de  côte  les  termes  indépendants  de  9 et  es, 

V'  = S(c“'ïr^-3)- 

Or,  un  triangle’  sphérique  donne 

cos M 0 m — COs0  sinv  -f-  sin  O cosv  cos  (nt  -+-  o — •£), 

par  suite 


(3) 


M 


^ (T_j_3cos»e)  ^sin’v  — ^ cos’v  j,, . 


4*s  J 3sin2#sin2v  cos(«+o  — ÿ), 


( 


3 sin’  Ô sin2  v-  cos  i {nt  -t-  o — ^), 


fonction  qui  n’est  naturellement  et- évidemment  qu’ 

particulier  des  fonctions  sphériques  Z,. 


un  cas 
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398  - fies  oscillations  en  trois  especes.  — 

135.  Classification  m e y/  donneront  heu  cha- 

Les  l~i.  ler”“  d°"  ,ierd-osrfll.U0n.  (')•  ' 

cun  a un  genre  partie  _..  espèce  seront,  com  me  V, 

..Le.oscillalio„»dclapre»'^“|ati<)n  ^ 

indépendantes  du  mouvemen  monvernent  de 

elle- même,  et  nn.quemen  l'iperrie,  1,  force 

l’astre.  Comme  elles  sero  joueront  alors 

centrifuge , les  ro.tetnen  le.  choc  J ^ 
qu’un  faible  rôle  ; de  sorte  que  tes  o 
espèce  seront  sensiblement  les  irtômes  que  si  la  mer  prenait 
à chaque  instant  sa  forme  d'*,uilibre.  On  a donc,  dans  cette 
hypothèse,  quelle  que  soit  1.  loi  de  1.  profondeur, 


S1 


— V = 0, 


ou 


r2z,  (,_  £-)  *,  £(. +3COS,  »)  (un-  - »= v. 


La  fonction  V'  étant  une  fonction  sphériq.ie  ayant  a pour 
indice,  l’équation  précédente  montre  que  v ne  peut  avoir 
que  la  valeur  2,  et  que  1 oh  a 

M ( 1 -H  3 f os  2 0 ) hsin’v  - ^ cos  v) 

(4)  z=Z,=  - : 7 3p\ 

4irA  *ë  ( 1 — g"  ) 

a°  Les  oscillations  de  la  seconde  espece  dépendent  essen- 


(■’_)  Si  par  exemple  on  considère  le  second  terme  de  V',  on  pfturra  le  dé- 

Popper,  d’après  la  formule  de  Lagrange,  en  une  série  de  sinus  et  cosinus 
d arCJ3  jpnroporlionnels  à des  multiples  de  i.  Les  deux  termes  principaux  du 
dévej  c» p p ornent  ne  dépendront  que  d’arcs  très-peu  différents  de  nt,  puisqu’il 
**J*é«dl  aa  irait  à ces  deux  termes  si  les  coefficients  dans  Y et^,  qui  varient  tr£s_ 
^tejmont,  étaient  nuis  au  lieu  d'ètre  très-petit*. 
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tiellemefit  du  wouvpment  diurne;  leur  période  est  d’un 
jour  environ.  . • 

La  période  des  oscillations  de  la  troisième  espèce  est 
environ  d’une  demi-journée. 

ÏNous  verrons  plus  loin  que  la  différence  entre  les  hau- 
teurs des  deux  marées  d’un  même  jour  est  due  aux  oscilla- 
tions de  la  seconde  espèce,  différence  qui,  d’après  l’obser- 
vation, est  très-petite. 

Les  oscillations  produites  par  le  Soleil  sont  beaucoup  plus 
faibles  que  celles  qui  sont  due^,  à la  Lune,  en  raison  de  la 
différence  considérable  qui  existe  entre  les  attractions  exer- 
cées par  ces  deux  astres  sur  un  point  de  la  Terre.  Le  rap- 
port entre  les  hauteurs  des  marées  lunaire  elxolaire  est  de 
5 

-environ. 

136.  Loi  des  oscillations  de  Ict  mer  dans  l'hypothèse 
d une  profondeur  uniquement  J'o nation  de  la  latitude.  — 
Nous  pouvons  supposer  (chap.  II)  que  la  fonction  pério- 
dique \ ' est  développée  en  une  série  de  termes  de  la  forme 
h cos  ( it  -f-  s -f-  ^ i et  g étant  des  constantes,  s ah 

nombre  entier,  et  À une  fonction  de  p.  Dans  l’hypothèse 
actuelle,  on  satisfera  aux  équations  (i)  en  y remplaçant  u 
et  Içs  fonctions  Zv  par  des  termes  en  cos  (it -f- sc +•  £), 
ayant  pour  coefficients  des  fonctions  de  p,  et  v par  un  terme 
en  sm  (it  -+-  svs  -f-  ? affecté  d’un  coefficient  également 

fonction  de  p.  Le  temps  disparaîtra,  et  il  restera  des  équa- 
tions différentielles  qui  permettront  de  déterminer  ces  dif- 
ferents coefficients.  Nous  poserons  donc 

* • t 

• ■ a = a cos  ( it  — t—  s tu  Ç), 

n — l)  c o s ( / r — I — 
v c sin  (/r  -L  s a “t"  £)» 

z ~ — a'  cos  ( it  -L  +-  5)> 

...  g • 


Digitized  by  Google 


- THAITÉ  ÉLÉMEWTAIBB 

300  , r étions  de  u.  La  substitution  de  ces 

a,  b , c,  a'  étant  des  fonctions  de  P 

vlleirs  dans  les  équations^ conduit  à 

da' 


iq  + 2mc(*=-S'  rf{A 


V*  — i *’» 


/e*-*-  3 »/*  P = — & V/1 
Des  deux  dernières  de  ces  équations  on  tire 


(=_efeÆ', 


(i* — 4«v)  v/l  — <** 
>"*  ('£)  <’  - 


(/*  — 4/»v*d  V* f4’ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  mêmes 
équations,  et  posant,  pour  abréger. 


7 =75 


— 4«V 


on  trouve 


J : —ïAfl" I 

J . 3/tg.tp/  fansua' n~j  , s'g'ïa'ji'— 

• ( '(<-p’)L  ■/  — P1) 


n . . o.  ns  u.  a'  da'  . 

VJ'1  remarquera  que  si  — — ^ (i  — p ) est  divisible 

par  4«*p%  1»  valeur  de  a ne  renfermera  pas  cette  der- 

fi,^re  fonction  en  dénominateur.  ’ 

■’  1 3 7 . JEæarnen  du  cas  où,  la  profondeur  de  la  mer  étant 
J"/’pojée  constante',  on  ferait  abstraction  <le  la  rotation 
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de  la  Terre.  — On  a 


Supposons  que  A cos  (ù  -+•  or  -f-  £)  soit  une  fonction  sphé- 
rique en  v et  o d’indice  v;  le  terme  correspondant  de  V' 
aura  pour  facteur 


-ii-W-i 

2v-M  / g 


D’autre  part,  l'équation  (5)  du  n°  73  donne,  en  exprimaut 
qu’elle  est  vérifiée  par  a cos  [it  -4—  ^ es  — Ç) , 


d(l  — J*’) 


(la 


du 


-4-  v(v  + l)  — 


s7  a 


d’où  il  suit  que 

O a — y gv  (v  •+• 1)  ^ l — 2_^l  'J  * — *.(»-+-•)  7 
et  par  suite 

a=_  - »(v-H)7* 

(uïrtr)-‘’ 

Cette  valeur  de  a étant  nulle  avec  A,  z ne  se  composera  que 
de  fonctions  de  même  ordre  que  celles  qui  se  présentent 
dans  le  développemeùt  de  l’attraction  des  astres  (*);  en 
d’autres  termes,  si  l’on  désigne  par  A,,  s„,  £„  les  valeurs 

de  A,  i,  s,  Ç correspondant  au  terme  de  l’ordre  v,  il  vient, 


( *)  Cette  solution,  comme  on  te  voit,  ne  suppose  pas  que  les  astres  atti- 
rants sont  assez  éloignés  de  la  Terre  pour  que  l’on  puisse  approximative- 
ment s’arrêter  aux  termes  du  second  ordre. 


Digitized  by  Google 


3oa  TUAIT*  É^MENTAIBE 

pour  l’ensemble  des  oscillations, 

v (v  -H  1 ) ^ 


™*2 


COS  (ijt  -+-  S J a -+-  ç») 


’ TA  mes  dans  l’hypothèse  od 

k II.  — Des  oscillations  de  la  mer 

^ ftT  éTFMENT  UN  ELLIPSOÏDE  DE 

ELLE  RECOUVRIRAIT  COMPLÉTEME* 

d'une  SPHERE. 

RÉVOLUTION  PEU  •DIFFÉRE> 

138.  Eu  désignant  par  l et  q d<m«  constantes,  la  surface 
d’équilibre  de  I»  mer  étant  elle-même  un  ell, pso.de  de  re- 
volution  peu  différent  d'une  sphere,  y est  de  la  forme 

y = /(  i — <7  P*)'’ 

l étant  la  profondeur  à 1 équateur,  et  1 on  a 

/(l  — q f*’) 


y ,»  — 4 n 


139.  Des  oscillations  de  la  première  espèce.  — On  a 
s = o,  et  les  différents  éléments  de  la  question  sont  indé- 
pendants de  n.  Supposons  que  a soit  représenté  par  une 
somme  finie  de  fonctions  spberiques  de  rang  pair,  et  soit 

a = P„  -f-  P?  — t— . • • H-  Pjv» 

Pi*  sa  ti  s faisant  à l’équation  (5)  du  n"  <3,  ou  à celle  du  n°  81 , 
. [('  + !*■) 

/ * . * i.  V-  ; 

La  portion  de  a'  relative  à la  pesanteur  sera 


•( 1 3P)-t-Pa  (i  — | p)  +-...  + P»|i'- 47~7f)> 

. . * ! , . % v • 

portion  de  a'  relative  à l’action  des  astres  sera  de' la 
'ta.  a T**. 

Maintenant,  au  lieu  de  supposer  que  la  constante  <7  est 


et  la 
for 
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donnée,  considérons-la  comme  indéterminée,  en  assujettis- 
sant (I3G)  les  coefficients  arbitraires  des  fonctions  P à la 
dn*  • 

condition  que  (i — f x’)  soit  divisible  par  i — 4 

On  obtiendra  une  relation  entre  ces  v -f- 1 coefficients  : l’i- 
dentification des  termes  semblables  des  deux  membres  de 
l’équation  (5)  fournira  v -+-  i autres  relations  qui,  avec  la 
précédente,  permettront  de  déterminer  q et  ces  v -f-  i coef- 
ficients. 

Soit  Qp’1’  le  terme  de  a ayant  le  plus  fort  exposant;  le 
terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  — — • (i  — p1)  sera 


après  la  division,  le  coefficient  du  terme  du  degré  le  plus 


éle 


vé  qui  est  en  p*"+1  sera 


3 P V Q 

4 V — t—  I / 2/1* 

Enfin  le  coefficient  de  p’”  dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (5)  sera 

v (2ï  -+-  i) 

et,  comme  il  doit  être  égal  à Q,  il  en  résulte 


(-I&t) 


3 p \ h izQ 


q = ■ m ; 

•'1*'+')  (l  — lg 

• / 

L’identification  des  autres  termes  de  l’équation  (5  ),  jointe 
à la  condition  de  divisibilité  pari*  — 4n*P*>fera  connaître 
les  coefficients  inconnus  de  z,  et  par  suite,  les  osuillations 
dépendant  du  terme  k cos  (it  -f-  £)  de  l'attraction. 

ffi  t ^ * « 

Le  rapport  — de  la  force  centrifuge  à l’équateur  à la 
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3o4 

pesanteur  n'étant  que  '3g~»  on  voit  qu  en  prenant  pour  » 

un  nombre  tel  que  is  ou  i5,  q sera  assez  petit  pour  pouroir 
être  négligé,  et  l’on  aura  approximativement  la  loi  des 
oscillations  de  la  mer  dans  le  cas  d’une  profondeur  con- 
stante. 

Le  terme  de  V correspondant  à la  rétrogradation  delà 
ligne  des  nœuds  de  la  Lune,  donnera  pour  c une  grande 
valeur,  en  raison  de  la  petitesse  du  coefficient  i de  t dans 
ce  terme,  et  qui  se  trouve  en  dénominateur  dans  c. 

Nous  n’aurons  pas  à tenir  compte  dans  la  suite  de  cette 
solution,  puisque,  au  n°  133,  nous  avons  donné  les  oscilla- 
tions de  la  première  espèce,  indépendamment  de  la  loi  de 
la  profondeur  de  la  mer. 


140.  Des  oscillations  de  la  seconde  espèce.  — On  a 
f ^ et  chaque  terme  de  V'  est  de  la  forme 

ly-  V*—  f*’  cos  (fe  -f-  a -+-  Ç), 

1 ®tant  peu  different  de  n.  Supposons  que 


" — y -h  • . + p,„_3), 

^ ^ 1 P *>*1'-*  c°8  (,/  + n + î)  étant  une  fonction 
"que  de  1 ordre  av  — a.  On  aura 


sphé- 


aU  nU,fiëro  pedeédent,  on  déterm! 


•va  » a n îere  à rend re 


rnonpe 


?.n  y. g'  fia' 

fÿ 


i ““  . 

■t 
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divisible  par  i* — 4 »*p*>  Ie  second  membre  de  l'équation  (5) 
n'aura  plus  de  dénominateur:  car,  en  posant 

n’—l *V^  — fé’F, 

on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  somme  des  termes  du 
second  membre  renfermant  v/ • — u*  en  dénominateur  sera 

sir  v/«  - r1  F 

On  verra  d’ailleurs,  comme  plus  haut,  que  l'on  aura  le 
nombre  voulu  d’équations  pour  déterminer  q et  les  con- 
stantes arbitraires  des  fonctions  P. 

Soit  QfA1'-1  v i — ft*  le  terme  de  a du  degré  le  plus  élevé 
en  p ; le  terme  correspondant  de  a'  est 

. ’ ’ «(■  - jttt) 

et  l’on  frouve,  pour  lè  terme  semblable  du  second  membre 
de  l’équation  (5), 


et,  en  l’égalant  au  terme  correspondant  de  a,  on  obtient 


iri1 


En  supposant  /’=  n,  q sera  indépendant  des  différents 
termes  du  développement  de  \ , condition  indispensable 
pour  que  la  loi  de  profondeur  obtenue  soit  admissible. 

Si  l’on  prend  v assez  grand  pour  que  y soit  négligeable 

vis-à-vis  de  iv’-f  v,  on  retombe  sur  la  même  loi  de  pro- 
fondeur qu'au  numéro  précédent.' 


3o6 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

1 41 . De  la  différence  entres  deuxrn* rées  d'un  * 

jour.  — Si  nous  supposons  t ’ 

/ ( i — <y  ) • 

v,==^T Tzrffî)* 


<»  = P.f»  \/ 1 — p*  » «'=[(’  5 ) P“ 


U y/i — fl1, 


et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (5),  on 

2 {fl  * 


trouve 


P.= 


2^-7  — '5*)  "* 


et,  pour  le  terme  correspondant  de 

2 P V 1 — K COS  { ,l  ° ■ 

2/g-î  (•  — ÿ)  — 

La  somme  des  termes  À cos  (*<  -H  a -4-  £)  étant  le  dévelop- 
pement de  V',  qui  a ici  pour  valeur 


O |k| 

1 — • sin  v cosv  cos  (nt  rn  — ij/), 

A3 

il  vient,  pour  la  valeur  totale  de  z , relative  aux  oscillation 
de  ia  seconde  espèce, 

6 M lq  sin  9 cos  8 sin  v cos  y cos  o — 

>■ 

quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  et  les  oscillations 
scrou  t nulles  si  q = o ou  si  la  profondeur  est  constante. 
-La  différence  entre  les  deux  marées  d’un  même  jour  dé- 
pend des  oscillations  de  la  seconde  espèce.  En  effet,  selon 
que  IV I passe  au  méridien  supérieur  du  lieu  ou  au  méridien 
’nfém r'icfxxi?,  on  a.  j 

nt  -t-  o — j}i  •=  o on  m ■+  0 — ^ = 1 80“ . 
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* Pour  ces  valeurs  l’excès  d’une  marée  sur  l’autre  est 

12  M lq  sinO  cos  6 sin  v cosv 


*‘g'l  ( «—  y j — "* 


L’observation  montre  que  cette  diflerence  est  très-petite 

...  . «’  , 
ou  que  lq  est  tres-peut  par  rapport  a — » ou  encore  que  la 

g 

profondeur  de  la  mer  est  sensiblement  constante.  Le.  déno- 
minateur de  la  fraction  précédente  étant  alors  négatif,  si, 
comme  paraît  l’indiquer  l’observation,  la  marée  due  au 
passage  supérieur  de  l'astre  l’emporte  sur  l’autre,  lq  sera 
négatif,  et  la  mer  serait  plus  profonde  aux  pôles  qu’à  l’é- 
quateur. Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  conséquence 
suppose  que  la  mer  recouvre  un  ellipsoïde  de  révolution, 
ce  qui  n’est  pas  le  cas  de  la  nature. 

De  la  valeur  de  P0  ou  de  n on  déduit  facilement 


n1  A , — 

T~pvl~ 

/ 3p  > 


— if)  — — 

et,  par  suite,  < 

3M  sin-v  cosv  cos  (nt  -4-  ra  — <J/)  . 

’ A — |p)~ 

3M  cos9  sin  v cosv 

2/gv^i— |p)-»s 

l.  * . * ' ‘ ’ ••  . J 

Telle  est  la  solution  complète  du  problème  des  marées 
de  la  seconde  espèce,,  lorsque  l’on  prend  la  forme  ellipsoï- 
dale pour  la  surface  du  noyau  terrestre.  , 
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142.  Des  oscillations  fie  la  troisième  espèce.  — «ans 
ce  cas,  s = 25  soit 


a = (l  p’)(  Po  -f-  P»  “t"  • • • ■+"  Pjv-s)> 

(1  — fi’)  P,*.,  cos  ( it  -+-  2 CS  -h  £)  étant  une  fonction  sphé- 
rique de  l'ordre  2 v — 2.  On  a 


-(■ 


Continuons  à considérer  q comme  une  inconnue  et  expri- 
mons que  (1  — y.*)  çst  divisible  par  1’ — 4«î/^!; 

on  aura,  comme  plus  haut,  par  l’identification  des  termes 
des  mêmes  puissances  de  y dans  les  deux  membres  de  l’é- 
quation  (5),  le  nombre  voulu  d’équations  pour  détermi- 
ner q et  les  arbitraires  de  fonctions  P.  Le  dénominateur 
(l — y')  disparaît  du  second  membre  de  la  même  équation  • 
car,  en  posant 

..  . '■«'=( ! — /**)  F, 


on  trouve  que  l’ensemble  des  termes  allectés  de  ce  dénomi- 
nateur équivaut  à 4 (1—  y')  gÿ  V qui  est  bien  divisible 
par  (1  — p*). 

Soi  t Qp*'~*  lu  terme  du  degré  le  plus  élevé  én  p de  Pîv  . 
c terme  correspondant  de  a'  sera 


c- r-’Q  . 

ordui  du  second  membre  de  l’équation  (5) 

¥)■  (‘ « c - B’Ii-'—i 

- - ' • ^ 

galant  cette  valeur  à <«><- — ^)p«-, -et  remarqUaMt 


/•  • 
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que  î ” est  sensiblement  égal  à l’uni  lé,  on  trouve 

» • 1 2/î* 

f,=  — 3— r 

et  l'on  pourra  déterminer  pour  cette  loi  de  profondeur  les 
oscillations  de  la  troisième  espèce. 

Celte  valeur  de  q est  identique  à celle  que  nous  avons 
trouvée  au  n°  140  en  étudiant  les  oscillations  de  la  seconde 
■'  espèce. 


143.  Loi  des  oscillations  de  la  troisième  espèce  dans 
r hypothèse  d\une  profondeur  constante.  — Nous  avons 
vu  (140)  que,  pour  satisfaire  aux  observations,  il  faut  sup- 
poser que  la  profondeur  de  la  mer  est  à peu  près  constante, 
ce  qui  revient  à admettre  que  le  noyau  est  sensiblement 
sphérique. Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  la  profondeur 
constante,  et  de  plus  que  a,  v,  <p  varient  avec  assez  de  len- 
teur relativement  à a nt  pour  qu’on  puisse  les  traiter  comme 
constants.  Enfin,  nous  négligerons  le  rapport  p de  la  den- 
sité de  la  mer  à celle  de  la  Terre,  qui  affecte  de  g au  plus 

le  premier  terme  du  développement  de  a\  et  d’une  fraction 
plus  faible  qui  va  en  diminuant  pour  les  autres  termes. 

Si  l’on  fait' 


on  a 


K11  posant 
et  remarquant  que 


z = a cosa  ( fil  -+-  ra  — iji), 
3M 

a1  — n — -,  - ■■  ■ (1  — ix1  ) cos*  v . 

4 


ji'  ==  sin30  ==  x',. 


7 = 


— f) 

l’équatiou  (5)  donne, 


1 = 2 n,  s - 2, 


a de-  /•,  2 n'  \ f»M 

If  —*  d,  ~ ia  Ttf  *) 


■r  ros* Vr  O. 


f 
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Supposons  que  s»  «oit  développable  en  série  convexe 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendante,  patres  èl, 
et  soit 

fl  = A,écî-t-A,.r'-f-A,ér‘H -+-AyX>’ï-f-  Av+,*vW-i-  An+.x^Hf... 

ce  développement  En  Je  substituant  dans  l'équation  pré- 


cédente, on  trouve 


3M 

A,  = -s cos’v 

A<  4**8 


Av  2Vv-f-3v. (îv1  -+-  6v) 

• • ' Ay+| 

pour  v^i. 

Ce  dernier  rapport  peut  donc  se  développer  en  fraction 
continue,  et  l’on  trouve  ainsi  « 


3*’+  3 »_ 


(v’-f-3v) 


Il  suit  de  là  que  a sera  de  la  forme 

3 M 

a ==  Ai  x1  F (x)  = 7-7—  cos’  v . x1  F (r), 

4a  8. 

représentant  une  série  ordonnée  suivant  ies  puis- 
sances ascendantes  de  .r,  mais  dont  les  coefficients  sont  in- 
dépendants de  v. 

En  supposant  v = 1 et  successivement 

j»1  2/jj  _ a/!1  -5  • 

V = ’°-’  ~iï=V  . 

!qu>  correspond  aux  profondeurs 


, r . . 1 

t — r r; » / — = * / =—  ' 

2090  7 22 ,5 
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par  rapport  au  rayon  terrestre,  le  rapport  — de  la  force 

O • 

centrifuge  à la  pesanteur  à l’équateur  étant  pris  égal 
à on  trouve  pour  les  trois  hypothèses  : 

F(x)  = 1,0000  + ao.iSôîx’-t-  10,1  i64-r* — i3,io47x° 

— 1 5,4488  x* — 7,456ix"1—  a,i975x" — 0,4501*" 

— OjoGS^x'*  — o,oo8ax"  — OjbooBx’* — 0,000  ix2’, 

F(x)  = 1,000  4-  6,i96ox*+  3,2474J:,  + o, 7238  x* 

4-  0,0919** 4-  o,oo76x"+  0,0004  x11, 

F (x)  ±r  i ,0000  4-  o,75o4  *’  4-  o,  1 566 x*  +-o,o  1 574  x*4-o,ooo9x\ 

' Si  l’on  réunit  les  oscillations  de  la  première  et  de  la 
troisième  espèce,  les  oscillations  de  la  seconde  étant 
nulles  (140)  dans  l’hypothèse  actuelle,  on  devra  (135)  em- 
ployer la  formule 

• • .>•  » ?■:  **  ' ** 

* = ^sin’ v — ^cos’v^  (i  + 3 cos  2 6)  4- fl  cos  a (ut -+- a» — 4)* 

Soit  ni  la  vitesse  angulaire  sidérale  pioyennedu  Soleil; 
on  a pour  cet  astre,  en  supposant  son  mouvement  circu- 
laire, • 

• M ' ' 


3 M 3«*  m’ 3 

4yg  4é>  n * 4-a89- (366,26/ 

' Cette  quantité  est  une  fractiou  du  rayon  terrestre  que 
nous  avons  pris  pour  unité;  en  choisissant  maintenant 
Je  mètre  pour  unité,  il  faut  multiplier  la  valeur  précédente 
par  le  nombre  de  mètres  que  renferme  ce  rayon  ou  par 
6.366200  mètres,  ce  qui  donne 

• -3M 

7 — = o™,i23i6. 

. ./  • .4  • 
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. , fi,,  la  Lune,  divisée  par  le  cube 

Le  rapport  de  la  inas.  - c i ;i 

de.  dislance  moyenne  à la  Terre,  « U 

divisée  par  lecubc  de  « moyenne  d.slancc  a la  J erre, 

étant  égal  à 3,  on  a,  en  accentuant  les  lettres  pour  la  Lune, 

3 RT 

4^ 


3 X om,ia3i6. 


Ou  déduit  de  là,  pour  l’oscillation  totale  dueàl’action 
bince  du  Soleil  et  de  la  Lune, 


com- 


: =r  O™,  1 2.3  16  f — 
X ^sin2  v — 


3 cos  2 0 


. , 3 

- cos2  v 3 sin’v cos’v 

■x  2 


s -+-  om,i23i6,[eds*v.cos  <x{nt  -+  o — |>) 

• . -h  3 co6*  v ' cos  a ( »/-+-  «a  — -f  )J  x'  F (*). 

Supposons  que  le  Soleil  ou  la  Lune  soient  en  opposition 
ou  en  conjonction  dans  le  plan  de  1 equateur,  la  haute  et 
la  basse  mer  répondant  à 


•xnt 


2 -p  = 


o",  • 

180", 


et  revenons  aux  exemples  numériques  étudiés  plus  haut. 
Pour  l = ^ — , la  différence  des  deux  mers  à l'équateur  est 

de  7™,  34,  et  l’on  reconnaît  que,  entre  l’équateur  et  le 
'8e  degré  où  la  différence  des  deux  mers  est  nulle,  la 
haute  mer  a lieu  lorsque  les  deux  astres  sont  à l’horizon, 
et  la  Lasse  mer  lorsqu’ils  passent  au  méridien,  d’où  résulte 


ce  fait  singulier,  que'  la  mer  s’abaisse  sous  lés  astres  qm 
fuirent.  Du  180  degré  au  pôle,  la  haute  mer  se  produit 


1er,  qu 
180  de 

1or$  clti  passage  au  méridien. 
Poix  e l =. 


36 1 , 25 


, la  haute  mer  a 


toujours 


J AA  y v/  V»V/  * y Av/  » 

ieü  lors  du  passage  au  méridien,  et  la  différence  des  deux 
oiers  sous  l’équateur  est  de  1 im,  o5  dans  le  premier  cas  ci 
de  1“*^  Cjo  dans  le  second!  ' 
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Si  la  profondeur  de  la  mer  augmente,  z diminue  jusqu'à 
la  limite  correspondant  à / = oo  , et  pour  laquelle 


3M; 

a — . cos5  y + 


3 M' 


4 


4 A'J£ 


cos’v'j 


on  trouve  alors  que  la  différence  des  deux  mers  à l’équa- 
teur, lorsque  les  deux  astres  sont  en  conjonction  dans  ce 
plan,  est  égale  à oni,g85u8,  ce  qui  est  une  limite  inférieure. 

La  valeur  ci-dessus  de  a n’étant  autre  chose  que  celle 
qui  conviendrait  au  cas  où  la  mer  prendrait  à chaque  in- 
stant sa  forme  d’équilibre,  nous  sommes  naturellement 
conduit  à étudier  directement  cette  question,  sans  aucune 
des  conditions  restrictives  établies  au  commencement  de 
ce  numéro,  et  en  tenant  compte  simultanément  des  trois 
espèces  d’oscillations. 

1 44.  Forme  d'équilibre  que  prendrait  la  nier  sous 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune.  — 1 Dans  ce  cas,  on  a 

* i 

or,  la  portion  de  V dépendant  de  l’action  des  astres  est  une 
fonction  sphérique  du  second  ordre,  comme  Zj$  l’autre 
portion,  relative  à l’excès  sphéroïdal,  est 


P z.+ 


d’on  il  suit  que  z doit  se  réduire  à Z,,  et  que  la  forme 
d’équilibre  est  à chaque  instant  un  ellipsoïde.  On  trouve 
ainsi 

* •/  ...»  ^ * 

?==  — — - — — 5 — r-  .1  7 ( sin5v  — - cosy’Wi  -t-  3cos2fi)  . 

o-  ■ "i/  ’ ’ • 

3 

• -I-  7 cos’vsin’O cos2 («r-pra — Jd 

• - ' 4 . 

• -+-  3sinvcosvsin6cos0cos(/j/-t-  3 — •!>) 

, + les  mêmes  termes  relatifs  à la  I.uncX -3  M 

. . ■ '•  • - *1  - « • <’  • 


* 
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traité  élémeutaire 

( et  la  Lune  sont  en  conjonction  avec  la  mépie 
l’excès  de  la  haute  mer  relative  à midi  sur  la 
i i la  suit  est 

_ sjn*0cos'v(i  -+-2 tanev  cote), 

?-¥> 

la  haute  mer  relative  a minuit  sur  la  Lasse 

6M sin*  © cosJv(i  — atangv  cote). 

('-¥) 

i -t~  3 fanp  v col  8 

de  ces  excès,  -,  ^Vtanfe'vcotfl’  sera,t  enviro" 

Ur  y _ 23o  et  0 = 48°  a 3' ia",  colatitude  cor- 
à Brest.  Or,  I '-observation  indiquant  que  ce  rap- 
i-voisin  de  l'unité,  on  voit  que  l'hypothèse  ac- 
admissible  et  qu'il  est  importanlde  tenir  compte 
de  la  masse  fluide,  de  la  rotation  de  la  Terre  et 
leot  des  astres  Attirants.  * J 

Di.  Lois  générales  des  marées. 


supposant  que  le  noyau  terrestre  soit  un  ellip- 
“Volution , nous  venons  de  voir  que  la  marée 
précisément  à l’instant  du  passage  de  l’astre  con- 
téridien'du  lieu,  ce  qui  est  contraire  à la  réalité. 
»te  maintenant  à voir  quelle  influence  peuvent 
e retard  des  marées  les  variations  de  la  profon- 
mer  en  longitude  et  en  latitude,  indépendam- 
’ésistances  que  nous  avoirs  négligées  et  qu’il  est 
de  soumettre  au  calcul. 

avons  pas  à revenir  sui*  les  oscillations  de  la  pre- 
ce,  que  nous  avons  déterminées  aü  u°  ^33,  quelle 
profondeur  de  la  mer. 

ns  que  la  portion  de  V relative  â l’attraction  des 
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astres  soit  développée  en  une  série  de  cosinus  d’arcs  mul- 
tiples du  temps,  et  soit  it  l’un  de  ces  arcs.  On  satisfera  aux 
équations  (i)  en  posant 

F cos/7  Gsin/7, 

V = F'  cos/7  -+-  G'  sin  it, 

U cos/7  K sin  it, 

P cos/7  -f-  Q sin  it, 


F,  G,  F',  G',  H,  K,  P,  étant  des  fonctions  inconnues 
de  peter. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  mêmes  équations, 
par  l’élimination  de  H,  K,  P,  Q,  donne 


, F' 

<■> 

d’ F' 
7 ~drf 

du7 

p • — 4 n1  ^ 

dr 

1 (i  — 4/j>>) 
dy  dr 

' • • , dm  da 

dp 

dp 

(i  — p‘)  (p—  4«JpH  v 

in  pdy 

d i 

('  \ 

f dts  dG1 

2 n 

\ /*  — 4 «»(*'/  d G' 

p — dp 

i 

d\L  du 

et  une  autre  équation  qui  sc  déduit  de  cette  dernière,  en  y 
changeant  F eh  G,  F en  G',  et  réciproquement,  et  les 

* 2 Jt  * 

signes  des  termes  en  — • Pour  avoir  une  solution  complète 

du  problème,  il  faudrait  remplacer  F7  et  G'  par  la  somme 
des  valeurs  correspondantes  relatives  à l’action  des  astres, 
et  de  l’attraction  de  la  couche  aqueuse.  Cette  dernière  dé- 
pend, comme  on,  le  sait,  des  développements  de  F et  G eh 
fonctions  sphériques  de  u et  p,  et  que  l’on  déterminerait 
par  l'identification  des  termes  semblables,  si  le  calcul  ne 
présentait  pas  des  difficultés  insurmontables. 

146,  Loi  fies  profondeurs  pour  laquelle  les  oscillations 
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spèee  sont  nul/es  pour  tout?  la  Terre.  — 
iièse  F = °»  ^ =?  °»  «l>  d’après  le  n°  134, 
la  forme  - 

,'L_  p vos  n»,  G'— — Npvi  — f*3sinn, 

iction  tin  temps  Indépendante  de  or  et  de  p. 
de  ces  valeurs  dans  les  équations  du  numéro 

uit  à 

— r/v  usina  d'i 
- cos  a ' 


ri  p 


— sin  cj  1 


v/ 

d’t  _ 


V'i  — u» 
U COS  CJ 


■ p J dxj 


-T-  — ^ ,/cj 


O. 


^2  = O, 
dp. 

ns  de  ht  seconde  espèce  ne.  pourraient  donc 
our  toute  la.  Terre  que  si  la  profondeur  de 
itnnfor<ne,  résultat  déjà  vérifié  au  n°  141, 
particulier.  . 

le,  profondeurs  pour  laquelle  les  oscillations 

r ne  espèce  sont  nulles pour  toute  la  Terre.  — 
, G = »,  * ==.  a n , et  (135)  F',  G'  sont  de  la 


(i  — p*)  cos  2a,  Gr — - — N (i  fi’jsinaci, 

fonction  de  t indépendan  te  de  p et  de  Ci.  Les 
u n°  145  deviennent  • • 


V cos  'x  ci 


Wy 

' t p 


(• 


rtn  . 

U1)  -r-t-  SinîlJ 
r / z/cx' 


ros  ?.  cr 


Y s,n  2 cr  et  f/y  *. 

7 r—  S—  sin  2 et 

* — f/.7  cl  fjt. 


* (i  — 

, * , i/y 

—f—  p7J  *a — COS  2 CJ 

CJ  ^ 

2 (I  — ’ 


>s 
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d’où 


3,7 


et . 


ft  7 2v  u ( I y 

— O,  O = h - — - 

«gj  I — tx*  f/ix 


. iiTT-y) 

v = A — r—  » 


A étant  une  Constante  arbitraire.  Pour  p = o,  y devenant 
infini,  //  «j-  a aucune  loi  admissible  de  profondeur  qui 
puisse  rendre  milles  pour  toute  la  Terre  les  oscillations 
de  la  troisième  espèce. 

148.  Expression  de  la  surélévation  de  la  mer  dans 
chaque  port.  — Ppur  les  oscillations  de  la  seconde  espèce, 
on  pourra  remplacer  dans  les  formules  (6)  sinz  et  cos«  par 
M , . . , . M . 

— sm  v cos  v sm  | nt  — y)  et  — sin  v cosvcos  ( nt  — t}/)  ; car, 

par  la  substitution  dans  les  équations  (i),  la  dilïérentiatjon 
des  facteurs  en  v ne  donnera  que  des  termes  du  même 
ordre  de  grandeur  que  la  vitesse  angulaire  de  l’astre  con- 
sidéré, négligeables  par  rapport  à ceux  qui  proviennent  de 
la  différentiation  des  sinus  et  cosinus  de  nt  — 1|/  ; cela 
revient  à considérer  v comme  constant,  et  il  disparaîtra  de 

mêtne  que  ^ des  équations  (1).  Il  suit  de  là  que,  si  l’on 

néglige  la  variation  de  ÿ comme  celle  de  v,  la  portion  de  z 
relative  aux  oscillations  de  la  seconde  espèce  sera  de  la 
forme 

AM  . » 

-y  smvcosvcos  [nt  -f-  a — if  — 6), 

MH  • iu*  • * ' j * ’ 

A et  6 étant  des  fonctions  de  p,  es,  dépendant  uniquement 
de  n et.  de  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer.  En  appliquant 
le  même  raisonnement  aux  oscillations  de  la  troisième 
espèce,  désignant  par  B et  1 des  fonctions  analogues  à A 
<?t  6,  et  tenant  compte'  simultanément  des  attractions  du 
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U 


Tn4iTÉ  élêmbntairf: 

VLunc,  H v!e,,t 


i 


I 


I 


AI 


sin 


v ft>»  v 


cos  ( fit  *f"  o — ip  — <5  ) 


sin  v 


'cosv'  cos  («Z  -+- 


SS* 
st 


h o — 

r«(.oS*vros2^+0-  + -M  • 

L**  ; . , ; . 

j*1'  (jos’v'cosî^  + o-  i'—  1)1, 

a'3  J 

laquelle  il  conviendrait  d’ajouter  les  termes 

v 1 _ « ..  A r»l  i /-fv»  oer-kÀs>*x.  * 


^5 


Oscillations  do  U première  espèce 


^ ^«Ute  formule,  on  voit  que  l’instant  du  maximum 
^ d’une  osai  Uation  peut  être  différent  de  celui 

^ . **U  méridien  de' l’astre  qui  la  produit,  ce  qui  est 
^ * * J*  l’observation;  mais  le  maximum  et  le  minimum 
* X d’une  même  espèce  suivraient  d’un  même 

; passages  de  leurs  astres  respectifs,  ce  qui  it’a 

^ ^l  faut  donc  supposer  que  ^ et  6 ont  des  valeurs 
^ et  S' pour  la  Lune.  I,’ hypothèse  la  plus  simple 
j.  l^Vtisse  faire  sur  la  loi  de  variation  de  ces  con— 
^‘siste  à supposer  qu’elles  varient  proportionnel - 
■***  vitesse  angulaire  de  J’aStre,  En  désignant  par  y 
^ constantes  pour  le  port  considéré,  par  rn,  ht'  les 
^^gulaires  du  Soleil  et  de  la  Lune , nous  poserons 


^4 


î'=7 


-(m  — n)  T, 

— " ) T, 


^ntcs  y et  T ne  paraissant  dépendre  que  des  iné- 
**  fond  de  la  mer  et  de  la  plage.  Nous  pourrons 
quelles  ont  la  même  valeur  pour  les  oscillations 
°*>de  espèce,  ce  qui  revient  à' supposer  que 


6 


V. 
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Le  coefficient  B ne  paraît  pas  devoir  être  le  même  pour 
le  Soleil  et  la  Lune,  et,  en  admettant  qu’il  varie  suivant  la 
même  loi  que  à,  nous  aurons 

i * , . , i 

B = P(t  — 2»iQ}, 

B'=P(i  — 2/w'Q), 


P et  Q étant  des  constantes  pour  un  même  port.  Les 
oscillations  de  la  seconde  espèce  étant  beaucoup  moins 
sensibles  que  celles  de  la  troisième,  on  peut  y négliger  le 
terme  équivalent  à amPQ  ou  im! PQ,  qui  est  déjà  très- 
petit,  ce  qui  reviem  à supposer  que  A a la  même  valeur 
pour  les  deux  astres. 

Cela  posé,  la  formule  (y),  en  tenant  compte  des  oscilla- 
tions de  la  première  espèce,  deviendra 


( i -4-  3 cos îS'fM  „ . , M',  , . , T 

* = t 3—  j -,(t-3.Mn,v)-+-p3(i  — 3sinV)J 


[M  • M'  "1 

— sin  v cos  v cos , nt+  m — 4 — X)  -i 3si  n v'cos  v'  ros  (nt-ho — 4' — Y)  I 

[M  M' 

m — -cOS!vcosa  nt-b-a — ij»  — X) -*-/«'  — cos’ v'cosa  — 4' — X 

H-  p cos“vcosa(«r-(-o — 4. — X)-+-^jj  cos’v'eos2(/ïf  -+-0 — 4' — X')J  • 


Dans  le  second  et  le  quatrième  terme,  on  devra  substituer 
à X et  X'  leurs  valeurs  ci-dessus,  et  tout  simplement  y dans 
Je  troisième,  en  remarquant  que  le  produit  PQxT,  dont 
les  deux  facteurs  sont  très-petits,  est  négligeable. 

Laplace  a discuté  avec  beaucoup  de  soin  cette  formule 
empirique,  et  a montré  quelle  s’accorde  très-bien  avec  les 
laits  observés.  Mais  comme  cette  discussion  11’a  rien  d’in- 
téressant au  point  de  vue  théorique,  nous  ne  nous  eu  occu- 
perons pas  et  nous  renverrons,  pour  cet  objet,  aux  œuvres 
mêmes  de  cet  illustre  savant. 


rn 
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* » * 1 . ^ 

V,  Des  OSCft-L Allons  1>E  L ATMt)Sl'H ÊaE.  •_ 

" ° < i, fassions  dans  F atmosphère  supposée  en 

' — yon  fait  abstraction  do  la  variation  delà 

r<i  de  l’air  à différentes  latitudes  ét-altitudes,  on 

* JM  essior.  1>  la  àeiuUÂp  . la  relation 

/>  =fg?*  . . 

N 1 

**  Pesanteur  à î’équaleuv  par  exemple,  et  / une 
L'  Cette  relation,  déduite  de  la  loi  de  Mariotte, 
^t»üosphère  une  hauteur  infinie;  mais,  à une  très- 
.^teur  sa  densité  est  si  petite,  quelle  peut  être 

ïç.  ’ . . , . 

comme  nulle. 

' ,'i*-ante  l représente  4a  hauteur  qu’aui  •ait  l’atmo- 

* eHe  avait  en  tous  points  la  même  dçnsité  qu’au 
1‘  la  mer;  «‘lie  est  très-petite  par  rapport  au  rayon 

dont  elle  n’est  guère  que  la  8upB  partie  (*). 
1er  plus  loin,  nous  rappellerons  que  l’équilibre 
**  exige  que  la  pression  à sa  surface,  et  par  suite  la 
^ la  couche  d’air  adjacente;,  soit  constante. 

Pour  une  molécule  de  l’atmosphère  située  à la  dis- 
•b  centre  de  la  Terre,  Ô et  n continuant  à avoir  la 
> Uification  que  plus  haut. 


sin’0  -j-  V 


=/? 


const.  =^= /g  log p -+-  const.. 


rossron  d'une  atmosphère  sur  i mètre  carré  étant  io336  kjlo- 
!e  poids  du  mètre  cube  d’air  à O degré  on  a 


l 


loS.tO 

i ,3 


=*=■  7f)St,  • - 


rayon  terrestre.  Pour  une  température  plus  élevée,  / aurait  une 

raihlo.  * v 

< * 
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V étant  le  potentiel  dû  aux  attractions  des  éléments  maté- 
riels de  là  Terre  et  de  l’atmosphèré,  sur  la  molécule  consi- 
dérée. ' 

Soit  R le  rayon  vecteur  de  la  surface  de  la  mer  corres- 
pondant à r,  et  posons  r = R-t-/t;  h sera,  eu  négligeant 
l’aplatissement  dû  à la  force  centrifuge,  ou  les  termes  de 

l’ordre  — •— , Ja  hauteur  de  la  molécule  au-dessus  de  la  mer; 

g R 

et  comme,  à une  très-faible  hauteur,  la  densité  p est  Sensi- 
blement Bulle,  h sera  supposée  une  très-petite  fraction 
de  R.  On  peut  pat  conséquent  poser 

• d\'  d’V'  h' 

V = V'-+-  — h -*-  — , r>  = R’  + 2RA, 

dr  dr'  i 

’ i 

V' «étant  la  valeur  de  V à la  surface  de  la  merj  il  vient  donc 
Ig  log  nep  p const.  = V'  -| - 

Or,  à la  surface  de  la  mer  on  a 

■ V'h sin’9  = const.; 


h "h5 «’Rsin’S^ 


/;’  d'V' 
1 tir 1 ' 


d’autre  part,  — f — - -f-  n'Rsiii’flj  est  l’expression  de  la 

pesanteur  apparente  aux  différents  points  de  cette  même 
surface  et  que  nous  désignerons  par  g1.  Quant  à la  dé- 


d'V 


rivée  - — » comme  elle  est  multipliée  par  le  facteur  très- 


dr » 
h1 


m 

* i 


petit  — » on  peut  la  calculer  en  négligeant  la  force  centrifuge 
et  comme  si  la  Terre  était  composée  de  couches  sphériques, 


d'V 

U/-' 


é/V'  _ 
<lr 

m 

R-’ 

•’  ? * i 

- y 

-*  * y' 

im 

7 S _ 

7 g" 

““  R7 

R 

R ‘ 

r •*  > $ <*-  • 

uWTr 

i ; j*  s 

r r‘  * 

1\ 

1 X»  RV 


varC  '' 


K 

.u*  • 


v'  -•••' 

■ ■*»  fT 


* 
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rStèiwe  de  l°Sari ilimes  népériens,  et  II 

à Jasurface  de  la  mer. 

les  couches  d’air  de  même  densité 
Jerneiit  élevées  au-dessus  de  la  .surface  de 

tites  près  Je  l'ordre  * qui,  dans  le 

leur  des  montagqes,  ne  doivent  pas  être 
pour  l’objet  que  nous  nous  proposons  ici, 

* „ S'  j,  etMïégliger  — devant  l’u- 

upposer  — ■ — 1 . R 

* O 

ient  à poser* 


= II  E 


A 

7 » 


' ’ - 

pitre  VI,  et,’  pour  les  même?  motifs  (117), 
«traction  dans  ce  qui  syil.des  attractions 
nolécules  de  l’atmosphère. 

35  petites  oscillations  de  l'atmosphère.  — 
is  aux  notations  et  à la  formule  (A)  du 
■j'—Jgp',  et,  en  accentuant  les  quantités  z, 
distinguer  de  celles  qui  se  rapportent  à la 
facilement  que  cette  formule  peut  s’écVirc 

tlz*  \ et*  i,r  ~ J 

cosô  — t-  — — sine  I — IrsmOacj 

de  J <u-  J 

/ do'  d*a'\ 

( a n cos  0 — ■ — J ra  0 

\ / 

• — g- dz'  -h  n7d  (z'fiin30)  -4-  rf  V = /gr/  loyp', 
entiel  relatif  aux  attractions  du  Soleil  .et  de  la 
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Lune.  Or,  comme  nous  supposons  que  r diffère  très-peu 
de  R,  nous  pourrons,  dans  les  deux  premiers  termes  de 
Cette  équation,  remplacer  r par  R,  ce  qui  revient  à né- 
gliger les  termes  de  l’ordre  hv liz' . . . , qui  sont  très-petits. 
D’autre  part,  la  force  centrifuge  diffère  très-peti  de  Celle 
qui  a lieu  à la  surface  de  la  mer  et  est  négligeable,  comme 
cette  dernière,  par  rapport  à la  gravité.  Il  vient  donc,  en 
posant  p'  — p(i  ’■+■  q),  q étant  une  petite  fraction  dont 
nous  négligerons  le  carré, 


Iog//  = lGg/>-j-? 


et 


/ „ r • /du'  dz'  . \ d'd  1 • 

l \ dt  dt  ) dt'  J 

J / ■ dd  d'u'\  • 

| -+-Rl2ncos0  — -jp-  J d9  -f-  d\  'gd  [z' + ’tq) . 

Pour  obtenir  l’équâtion  de  continuité,  il  faut  exprimer 
que  l’élément  de  niasse  — ps\n6dddüsr*dr  ne  change 
pas  quand  p,  0,  cr,V  reçoivent  des  accroissements  p1 — p = s. 


— tz  , ou  que 


(p  ■+■  s)  - — pr* sinôdrdadd  = o, 


rf.a'sinS 

dr 


l dd\ 
cosfl  d u ) 


P'  ~ P['-'r  q). 


ai , 
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L’équation  (5),  en  vertu  de  l’indépendance  des  varia- 
tions de  6 et  ct,  se  décomposera  en  deux  autres,  qui, 
jointes  à l’équation  (6),  permettront  de  déterminer 

q- 

151,  Variations  de  la  hauteur  barométrique.  — La 
hauteur  barométrique  est  proportionnelle  à la  pression  de 
l’air  sur  la  surface, du  ïnercure  ou  à Igp.  Mais  cette  sujv 
face  est  successivement  exposée  à faction  des  diverses  cou- 
ches de  niveau  qui  s’élèvent  ou  qui  s’abaissent  avec  la  sur- 
face de  hi  mer.  Ainsi,  la  hauteur  barométrique  varie 
avec  p : t°  parce  que  cette  densité  est  celle  d’une  couche 
de  niveau  qui,  dans  l’état  d’équilibre,  était  moins  élevée 

de  z,  d’où  la  variation  — z ^ = — ^z  de  p;  a0  parce  que 

la  densité  d’une  couche  varie  dans  l’état  de  mouvement  de 

s = qp.  La  variation  totale  éprouvée  par  p étant  j (z -h  !q)i 

k désignant  la  hauteur  barométrique  correspondant  à l’état 
d’équilibre,  les  oscillations  du  mercure  seront  représentées 
par 

(?)  -'{*+/?), 

et  seront  ainsi  semblables  pour  toutes  les  hauteurs  au-dessus 
d’un  mémo  point  de  la  Terre,  lorsque  la  raréfaction  de  l’air 
ne  sera  pas  trop  forte. 

152.  Hypothèse  d'une  mer  d'une,  profondeur  ^con- 
stante. — Soit  y la  profondeur  de  la  mer,  et  posons 

' (/  — 7 ju'  +.7  tt  — tu",  . *\ 

{l-y)d- h?*  =/*",  , 

(/_7)/,/_§_/s  =/»'. 

Les  équations  (5)  et  (6),  eu  égard  aux  équations  (1) 
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du  baromètre,  • ; * 

k[U" — 7'*)  A,  „ c , /i+3cos20\ 

’ ri—y)  = 7 (2*  — * ) = 0,000010623  ( ^ ] 

X f sin* v — — cos5  v ■+•  3sin5  v'  — — cos!  v'  \ 

V 2 / 

■+■  o, 0000  J 0623  sin*  9 [cos5  v cos  2 (/?f -)-  o — i|i) 

-+-3cos’  v'cos2(/»f+a— +')] 

X(**oooo  — 4>  69^2  sin’ 9 — 2,g342siii40 

— o,6922sin‘0 — o,o8ç)gsin*0— o,oo.76sin"0). 

Si  l’on  suppose  le  Soleil  et  la  Lune  en  conjonction  ou  en 
opposition  dan6  le  plan  de  l’équateur,  on  trouve  omm,63o5 
pour  l’amplitude  des  oscillations  de  la  colonne  mercu- 
rielle. • 

154.  Vent  produit  par  le  Soleil  et  la  Lune.  — L’attrac- 
tkm  du  Soleil  et  de  la  Luue  doit  produire  un  vent  corres- 
pondant au  flux  et  au  reflux  de  la  mer.  Proposons-nous  de 
déterminer  l’intensité  de  ce  Vent  dans  les  conditions  parti- 
culières que  nous  venons  d’étudier.  L’équation  (5)  donne, 
en  y faisant  Ô = 90  degrés,  • • 

rfV  ,/V 


or. 


8 4-/}  = 2J  - 


et  de  plus  (143) 

dV  . 

— = — 2g  X o™,  123 16  [cos5  vsin2(nf  4-0  — \(i) 

-f-  3cos5v'sin2(/îr-4-  ra  — ij/)|, 

* , ‘ 1* 

et  en  remplaçant  z , zn  par  leurs  valeurs, 

d^v* 

— — 2g  X i,o36ç)[cos5vsin2(/j/  n — 

. , > ' 3cos5v'sina.(wf  4-  a — .{/)],  • . 
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„ cn  intégrant  et  considérant  v,  y',- <f»,  t|/ 
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st  ânts, 

**  £-ndt.  r u%«369[cos,vcos2(n/+  cj  — 

/fl 

■ •+■  3cos,t'<  os2f»f  -+-  o — 

constante  arbitraire. 

/^Ppose  que  r/*  représente  une -seconde,  ndt  sera 
^ Cent-milliémc  partie  d’une  circonférence;  de 


— rayon  terrestre  que  nous  avons  pris 


°9 

- * s et  que  _ 

* Je  désignant  par  R;  nous  aurons  ainsi 


nous  Introduirons  explicitement  dans 


*:  . 


**  H de  + 0,0  I 80.3 f COS* vcoSÎ(«t  + n-^) 

_q—  3 COS*  v' COS 2 (/îtq-  EI  — ij,')}. 

^ Estante  H n’était  pas  nulle,  il  se  produirait  à 
^ vent  constant,  et  l’on  aurait  ainsi  une  expli- 
^ s \ ents  alizés  ; mais  comme  cette  constante  dé- 
*.  Conditions  initiales  du  mouvement,  elle  a dû 
^ depuis  longtemps,  par  suite  dés  résistances  de 
^tures  éprouvées  par  l’air  en  exécutant  ses  oscil- 
doit  conclure  de  là  que  les  vents  alizés  ne 
^Us  à l’action  du  Soleil  et  de  Ta  Lune  sur  l’atmo- 


"*^ux  astres  sont  en  conjonction  ou  en  opposition 
^~^^'~l^teur,  on  trouve  Rdv'  =*  om,oy53a,  ce  qui  est  le 
1 de  la  vitesse  de  l’air  due  à l’attraction  du  SoleiL 
*JHe. 

osphère  recouvrait  immédiatement  le  noyau  ter- 
mouvement  suivrait  la  même  loi  que  celui 
d’une  profondeur  constante,  et  (141)  les  oscil- 
^ la  seconde  espèce  disparaîtraient. 

^ ésultats  de  l' observation.  — La  variation  de  la 

barométrique  due  au  ilux  solaire  redevenant 
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chaque  jour  la  même  à la  même  heure,  ce  flux  doit  se  con- 
fondre arec  la  variation  diurne  sans  qufon  puisse  l’en  dis- 
tinguer. Mais  il  n’en  est  pas  de  même  des  variations  baro- 
métriques dues  au  flux  lunaire,  qui*  se  réglant  sur  les 
heures  lunaires,  ne  redeviennent  les  mêmes  aux  -mêmes 
héures  solaires  qu’après  un  demi-mois  lunaire.  Laplace, 
en  discutant  les  expériences  exécutées  par  Bouvard  à l’Ob- 
servatoire de  Paris,  aux  syzygies  et  anx  quadratures,  du 
t'r  octobre  i8i5  au  Ier  octobre  |8a3,  en  remarquant  que 
les  flux  partiels  lunaires  dépendent  de  la  déclinaison  de  la 

Lune  et  de  sa  parallaxe,  a trouvé  ^ de  millimètre  pour 

l’amplitude  du  flux  total  et  3 ^ heures  pour  l'instant  de 

son  maximum  du  soir  aux  syzygies.  11  a pris  pour  point  de 
départ  la  formule  empirique  du  flux  de  la  mer  que  nous 
avons  donnée  au  paragraphe  précédent,  çt  il  a reconnu 
que  la  probabilité  avec  laquelle  les  observations  de  Bon- 

vard  indiquent  un  flux  lunaire  atmosphérique  est  de 
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CHAPITRE  VIII.  • ' 

SEMENT  JDES  CORPS  CÉLESTES  AUTOUR 
>E  LEUIt  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 


»u  moovemejvt  de  iA.  Terre  autour  de  son 

XyE  GRAVITE. 

53  phénomènes  relatifs  à la  prëcession  des  équi- 
Ig.  nutation  font  reconnaître  que  la  Terre,  dans 
**nent  de  rotation  autour  de  son  centre  de  gra- 
mme pas  constamment  autour  d’un  axe  fixe  dans 
et,r,  niais  autodr  d’tin  aXe  instantané  qui  se  dé- 
^ue extrême  lenteur. 

^cernent  de  la  ligne  des  pôles  peut-il  être  attribué 
> dès  l’origine , Taxe  instantané  de  rotation  ne 
*■  .j>as  exactement  avec  un  axe  d’inertie?  C’est 
**ous  aJ]ons  d’abord  examiner  sans  faire  inter- 
Ct»on  du  Soleil  et  de  la  Lune,  en  supposant  que 
^«■iné  par  ces  deux  droites  reste  constamment  très- 
^formément  aux  résultats  des  mesures  géodésiques 
desquelles  la  ligne  des  pôles  diffère  peu  d’un  axe 
trie;  nous  déterminerons  en  môme  temps  les  con- 
^Uxquelles  doit  satisfaire  le  mouvement  pour  qu’il 
insi. 

Recherches  relatives  aux  conditions  initiales  du 
r*-cnt  de  la.  Terre.  Soient:  ' 

^ 

Centre  de  gravité  de  la  Terre  ( fig . ai); 

J*  Q-z  les  trois  axes  principaux  d'inertie  passant 

Xi  • v 

wpomt; 

t ^ 9 C les  moments  d’inertie  correspondant  respective- 

ment à ces  trois  axes; 
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p,  q,  r les  composantes,  suivant  les  mêmes  axes,  de  la  ro- 
tation instantanée,  positives  ou  négatives  lorsqu’elles 
auront  lieu  ou  non  de'la  droite  vers  la  gauche,  pour 
l’ohservateür  couché  suivant  ces  trois  directions  en 
. ' ayant  les  pieds -en  O ; 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  de  direction  fixe 
dans  l’espace  passant  par  le  point  O ; 
y,  <{/,  0 les  angles  que  forment  Ox  avec  l’intersection  Ojj 
des  plans  xOj-,  XQ  Y,  Ox  avec  OX,  et  Os  aveç  OZ, 
ce  dernier  angle  étant  également  celui  que  forment 
entre  eux  les  plans  xO y et  XOY. 

Nous  supposerons,  que  XOY  représente  le  plan  de  l’é- 
cliptique considéré  comme  fixe. 

La  composante  r,  étant  sensiblement  égale  à la  rotation 
de  la  Terre,  sera. très-grande  par  rapport  à p et  q,  dont 
nous  négligerons  dès  lors  le  produit.  Celle  des  équations 
des  moments  qui  se  rapporte  à l’axe  O z ou 

C Jt  + B) pq  ~ ° 

montre  par  suite  (*)  que  la  rotation  r peut  être  considérée 
comme  constante.  , . 

Les  deux  autres  éqpations  du  mouvement  sdnt 

A^~j-  (B  — C)çr  = o, 

D^--h(C  — A)rp=o> 
ei  ont  pour  intégrales 


(0 


' />  = Âsin(ar  -+-  *),  q~~  i icos(al  -h  s), 


en  posant 

a — 


✓ 


A)('C  — 

AB  ’ 


A — C A 
B — C‘B 


et  désignant  par  À et  s deux  constantes  arbitraires. 


(*  ) Vojcs  mon  Traite  de  Cinématique  pure,  p.  3^4* 
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Si  la  valeur  de  a est  réelle  ou  si  C est  le  plus  petit  ou  le 
plus  grand  des  moments  d’inertie,  p et  q resteront  toujours 
très-petits;  dans  le  cas  contraire,  les  for-ru u les  renfer- 
meront des  exponentielles,  p et  q croîtront  indéfiniment 
avec  le  temps,  et  l’hypothèse  du  point  de  départ  ne  sera 
plus  admissible.  O11  voit  ainsi  qué,  en  raison  de  l’apla- 
tissement de  la  Terré  aux  pôles,  O z ne  peut  correspondre 
qu’au  plus  grand  moment  d'inertie  principal. 

On  a,  par  la  composition  des  rotatiorrs  ('*'),  les  équa- 
tions 


dt 


— (psin^-f-  ycosij^CotO  -t-  r. 


tiQ 

Tii 


— p COSip  q Sin  tp,  r Ï=  ■ — ~ 


ilt 


cos  6. 


' De  la'  première  on  déduit,  en  négligeant  p et  q devant  r, 

* l ‘ t 

*.  9 = — rt  -f-  _ * 

Cjo  étant  une  constante  arbitraire;  en  portant  celte  valeur 
dans  la  seconde  équation,  puis  intégrant  et  désignant  par  h 
une  autre  constante,  il  vient 

8 = h -f-  -cf>s[(r.-4-  oj  t — -fr-*]  . 


2 ( r •+•  a ) 
2(r  a) 


cos[(r  — a )t  — f,  — {]. 


On  voit  d’après  cela  que  si  /•  a.Vait  une  valeur  sensible, 
les  pôles,  intersections  de  l’axe  instantané  de  rotation  avec 
la  surface  de  la  Terre^  exécuteraient  sur  cette  surface-deux 
espèces  d’oscillations  dont  les  périodes  respectives  seraient 

2 jr  • 2 1r  ' Pi  1. rc  2jr 

o„  , 


r - |-a  r — a 


C r , ( 2 A. — C • > 


i (*  ) Vor.  * mon  Traité  tic  Cinématique  pure: 
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ru  remarquant  «que,  A étant  peu  ditl’érenl  <le  15,  on  peut 
prendre 

.G  — A , 

“ r A.  ■ ‘ / • 

1-e  rapport—  étant  très-yoisin  de  l’unité,  la  première  pé- 
riode serait  sensiblement  égale  à — ou  à un  jour,  et  la  se- 
conde à — ou.  à une  demi-journée.'  Les  observations  les 

plus  précises  n’ayant  jamais  accusé  de  variation  de'  ce 
genre  dans  la  hauteur  du  pôle,  il  faut  en  conclure  que  k 
est  insensi  ble,  et  que  par  conséquent  les  oscillations  de 
l’are  terrestre,  dépendant  .des  conditions  initiales  du 
mouvement  <le  là  Terre,  sont  depuis  longtemps  anéanties, 
et  qu’il  ne  subsiste  que  celles  qui  ont  une  cause  perma- 
nente. 

Ainsi,  sa  us  l’action  combinée  du  Soleil  et  de  la  Lune, 
résultant  de  Sa  non-sphéricité,  le  sphéroïde  terrestre  tour- 
nerait cons  tarument  autour  de  son  plus  petit  axe  d’inertie. 
Mais  cette  eu  use  perturbatrice  ayant  une  très-faible  inten- 
sitéetétant  périodique,  les  déplacements  éprouvés  par  rap- 
port  à cet  axe  par  paxe  instantané  sont  très-faibles,  et  la 
vitesse  angulaire  ne  subit  que  des  variations  très-petites  et 
périodiques . 


158.  Die  de  Ici  Terre,  en  ayant  eganl  a 

l attraction.  &Qteil  et  de  ld Lune.— Vona  pourrons,  sans 

erreur  apprêt  i al  >]  0 sU  pposer  que  les  masses  du  Soleil  et  de 
la  Lune  sont  , ’ntréés  en  leurs  centres  de  gravité  res- 

DCCtlls^  — «lïmoncirtnfi  fît*  CGS  COFD" 


sont  très-fa  ifc»l 
n que  de  l’au  t 
Nous  dev 
[u’éprouve  1 
éculaire  de 


t 

!S 


centrées.  « - * ■ . r 

,,  ' ,.„rt  les  dimensions  de  ces  corps 

par  rapport  à leurs  distances  a la  Terre, 
\u  sont  sensiblement  sphenques. 

V . , pte  de  là  variation  de  position 

; ^ _ tenir  correspondanjt  à une  réduction 

ptiqtie,.  . actuellement  équivalente  à 

obltHu  ’ 
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48  secondes,  mouvement  100  fois  plus  lent  que  celui  déjà 
si  lent  de  la  précession.  Ge  déplacement  est  périodique; 
mais,  en  raison  de  son  extrême  lenteur,  on  peut  le  consi- 
dérer sans  grande  erreur,  pour  une  très-longue  durée, 
comme  uniforme,  ou  encore,  avec  une  plus  grande  approxi- 
mation, comme  uniformément  varié.  Nos  observations 
sont  d’ailleurs  trop  incomplètes  pour  fixer  la1  grandeur  de 
la  période,  et  nous  ne  pouvons  que  préciser  les  valeurs  nu- 
mériques des  coefficients  des  premiers  termes  du  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  ascendantes  du  lémps, 
approximation  qui  est  bien  suffisante  pour  une  période  de 
onze  à douze  siècles.  , 

Nous  prendrons  pour  plan  XOY  le  plan  de  l’écliptique, 
relatif  à une  époque  anlérieure  déterminée  prise  pour  ori- 
gine du  temps,  et  nous  compterons  la  longitude  à partir  de 
l’équinoxe  du  printemps  correspondante,  par  laquelle  nous 
ferons  passer  l’axe  OX. 

Soient  [fig.  ai)  : • 

Ou  la  position  que  prendrait  O.y  en  faisant  tourner 
dans  son  plan  l’angle  xOy  autour  de  son  sommet,  de 
manière  que  Ox  vint  à coïncider  avec 

= u==  ~ sinô  les  composantes  de  la  rotation 

instantanée  suivant  O^,  Ou  ; 

0HZ,  3JL,,,  31L,  les  moments  des  forces  perturbatrices  par 
rapport  à Oj(,  Ou,  Oz  ; 

n la  vitessé  angulaire  moyenne  de  la  Terre  autour  de 
l’axe  principal  Oz,  qui  ne  diffère  de  r et  de  la  rota- 
tion instantanée  que  de  quantités  très-petites  de 
l’ordre  3ILn,  3 JL, , p,  <7,  n,  dont  nous  néglige- 

rons les  produits  et  les  secondes  puissances. 

On  a,  par  la  composition  des  routions, 

<p  = ^cosç  n sin^, 

■yiàiocosç  — Xs'n?» 
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et  pour  les  moments  des  quantités  de  mouvement  autour 
de  Ox,  Oy,  - - ..  . . • . 

Ap  =.A(^cosç  >)sinç), 

• Bî  = 9(jscosÿ — xs'n?)- 

Les  moments  •pareils  relatifs  à Oj(,  Ori  sont  par  suite 

Apcas<f—e-  B «7  sin  y ^ ^ — f—  (iisin2!p+xcos2f), 

A/>sinÿ —|—  13  ^COSç_  --j  (xs'n2? — ncos2f). 

Or,  les  axés  mobiles  Op£,  Ovj,  O z se  déplacent  en  vertu 
des  rotatio  a»  s jç,  >7,  . — >j  eot  0 autour  de  leurs  directions  pro- 
pres  {*),  rotations  qui  son  t,  du  même  ordre  de  grandeur 
que  p et  «y  - et  comme  Je  moment  total  des  quantités  de 
mouvement  représenté  par  la  droite  GM  (**)  nediilèreen 
grandeur  do  Cln  et  en  direction  de  O z que  de  quantités  du 
même  ordre,  la  vitesse  d’entraînement  du  point  M aura 
pour  composantes 

C n n,  suivant  0*,  1 ; 

C «x»  suivant  Oui. 

On  a donc,  en  exprimant  que  la  vitesse  absolut?  du 
point  M,  estimée  suivant  O x->  0ïl > cst  éoale  au  momenl  des 
orcesestiroé  de  la  mêmes  manière, < • 

ëù[x  1~  sin2<p-t-x«o*av)J  -*-Ci»ji  = 31Lz, 

( ^sin2f— ncos2<p)J— C«x  = 3lL,i- 


(*)  Car  le 


*»Ouvewclll  do  cc«  axes  est  défini  pür  les  rutilions 

dO 


-dT  = x’ 


de  toiJr  a 0 oz  ôu 


{'.*)  Vexez. 
solides,  mon  ’ 


l"*cos9 


l autour  de  O >?,• 
autour  de  Qfi, 


tatioo  des  équations  de  la  rotation  des  corps 

jl"cZdn‘*“'’aC  pure'  P‘  3<7' 
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Or,  ri  cl  £ étant  indépendants  de  l’angle  <j>,  on  voit  que 
l'on  peut  supprimer  les  termes  en  sinus  et  "cosinus  de  2 y 
qui  n’introduiraient  dans  le  déplacement  de  l’axe  terrestre 
que  des  termes  dont  la  périodicité  serait  journalière,  et 
dont  l’observation  n’a  pas  constaté  l’existence.  Il  résulte 
de  là  que  la  différence  A — B est  très-petite,  ou  que  la 
Terre,  étant  à fort  peu  près  un  solide  de  révolu  lion,  d’après 
les  masures  géodésiqucs,  est  en  même  temps  composée 
d’éléments  matériels  à très-peu  près  distribués  d’une  ma- 
nière uniforme. 

X -f-  B 

En  appelant  A'  la  moyenuc  — — des  moments  princi- 
paux d’inertie  relatifs  à l’équateur,  il  vient 


4t 


Cnr.—DK. 


X * 


: Oit  , 


Les  mouvements  déterminés  par  les  rotations  n et^étant 
très-lents  relativement  à la  rotation  n autour  de  O z,  les 

...  , dy  d<n  , . , 

denvces  -ji  — sont  très- petites  comparativement  a n , 
et  Ton  peut  ainsi  écrire  . , 


OTLy 

a — 


(Z== 


C/i 
G n 


Telles  sont  les  équations  dont  nous  ferons  usage  dans  le 
problème  qui  nous  occupe. 

159.  De  l'action  du  Soleil.  — D’après  le  n°  .56,  l’at- 
traction dit  Soleil  donne  lieu,  par  rapport  à Or,  Oy',  aux 
moments  < > 


.‘iUy  = — 3m 


(C- 


a * 


— xz  j 
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formules  dans  lesquelles  ru  représente  la  masse  du  Sole 
z ses  cVxor  données  par  rapport  à Oar,'  Oy,  Oz,  a 
distance  moyenne  à la  Terre. 

§oient  (^g.  a 2)  : 

n'ia  vitesse  angulaire  moyenne  du  Soleil  autour  de 
Terre  • • ■ 

x\  y'  ses  coordonnées  parallèles  à 0^,  Or;; 
h le  rapport  de  la  masse  «le  la  Terre  à celle  du  Soleil  : 
X *1  ^ cercle  qui  représente  l’équateur  sur  la  sphère  d 
rayon  égal  à l’unité  ayant  pour  centre  celui  de  la  Tei 
, X'1'  cercle- qui  représente  l’écliptique  fixe,  et.  d 

1 éqninoxe  du  printemps  esteu-X; 

Z S l’écTiptique  mobile  , coupant  le  cercle  précédent 
point  ON 

S la  position  du  Soleil  5 
SQ  sa  latitüde;  . 

* TVX  la  longitude, du  nœud  descendant  N,  coi 

lée  à j>a  rl;r  i’originé  X 

la  longitude  du  Soleil;  ■_ 

* • inclinaison  très-petite  de  l’écliptique  mobile  sur 

cllPticfue  vrai,  dont  ori  négligera  le  carré  ainsi 

, leProduitFr^<=XX. 

On  a 


r+r 


A)  = ri 


d’où  »!  = - 


XI,  = 


1 — t—  A 
3 «'*  (C  — A) 


OTCysiOf,  x = x'cosiy  -4-  y sin<p. 


d*ou 

(3) 


' a*'3  (C~  A')  ...» 

.01VX  h à1  ■’ 


I DK" 


3n' ’ (Ç  — A')  .if  , 

— ; ir~L  - 


22 
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en  laissant  de  côté  les  termes  périodiques  en  sincÿ  et 

* • * ti  I 

cos  y.  Nous  pourrons  négliger  h qui  n’est  guère  que  - ■ ^ 

et  le  tout  se  réduit  à calculer  x y\  z en,  fonction  des 
coordonnées  astronomiques  du  Soleil.  , 

Si  l’on  néglige  de  plus  le  carré  de  l’angle  S^Q,  on 
peut  considérer  comme  égal  à ou  à A -f-^  et 
écrire 

*'  = a cos  (A  4- 

Oiva  jde  même,  pour  la  projection  du  rayon  OS  ou  OP 
sur  la  perpendiculaire  Q,r/à  0^  dans  le  plan  de  Técliptique 
fixe  * 

asm  (A-H^Ji),' 

, 4 

et  pour  la  distance  du  point  S à ce  même  plan 

OSsinSP  = a sinNP  .<  = ai  sin  (A  — \), 

< , • *•  • " , 

d'où  l’on  déduit  facilement 

• > V ' • 

4 • 

y'  = a]sin(A  H-  •]))  cosÔ  -t-  / sin  ( A — X)  sin  5], 
z'  = a [sin  (A  -+-  •>!») Sin 0 — /sin  (A — X)cos0]; 


par  suite, 


• 3 


(4) 


3R. z = —•/»'’ (C  — A')[a  sin  9 cos  9 sin’^  A -(-']/) 

— /cos?.0cosX-f-/cos20  cos(2A  — *)], 


■m» 


3 • 


- n'7( C — r A')[$jiv9  sin2_(A  -f-  -j») 


/ cos0sin(aA — X)~f-/cos9sinX); 


ou,  "en  laissant  de  côté  les  termes  périodiques  en  sinus  et 
cosinus  de  l’angle  A = n't  ou  de  ses  multiples,  donnant 
lieu  à des  déplacements  annnets  que  n’accuse  pas  l’obser- 


« 

«t 


Digitized  by  Gbogle 


vation, 


r (5) 

si  r, 


01C 


X 
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— n'*(C — A')  (- — cos 2'9 . icosX  sin £ 


J __ — A'  ) cosd.isinX. 

on  porte-  ces  valeurs  dans  les  équations  (a),  o\ 


(6) 


3 

f X~  — n 


Cn 

„ (C-  A') 


(- — cos2©./sinVH-sin0cos0)— i 
dO 


_ cos  0 - i sin >.  = — , 

C/i  dt 


En  néglïgreant  jes  inégalités  séculaires  de  l’écli 
?u  **  X etant  nul,  0;resterait  constant.  Si  nous  dési 
par  0 cettés  constante,  égale,  si  l’on  veut,  à la  valeu 
correspondant  ® l’origine  du  temps,  nous  pourrons, 
erreur  sensible,  remplacer  9 par  0'  sous  les  signes  s 
cos;  et  notas  poserons,  comme  nous  t avons  dit  au  n°  1 

, — *■  */•* 

isinX=gr*»  /"  cosX  = g-7,  , 

8 e* g'  étant:  deux  constantes  numériquement  très-fait 

Nous  obtiera  dron 


3C  = _ 


ns  ainsi 

dO  3/>^  (C-A*) 


de 


C« 


qos0'g*> 


ji  « •.  . .»  * , • 

a ou,  pour  mesure  de  la  nutation  due  à l’action  du  S 

leii,  . s . - • 


3 „ (C-A'l 
n ■ c7i 


puis 

» = sin  0' 


3 - , 1 ^ ?— .pr  cos  a 0'  -4-  sin  0'cos  6M . 

— " C « * , 11 


— n 

‘Z 


et  par  suite  p0^  ^ aletir  de  la  précession  correspondante, 

= ^ 

' * 
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160.  De  l'action  de  la  Lune.  — Pour  calculer  l'in- 
fluence de  la  Lune  sur  le  mouvement  de  la  Terre  on  peut 
faire  usage  des  formules  (6),  en  y changeant  le  signe  de  i, 
supposant  ensuite  que  i et  X représentent  l'inclinaison  t, 
de  l’orbe  lunaire  sur  l'écliptique  et  la  longitude  Xi  du  nçeud 
descendant  N,*,  il  faut  de  plus  introduire  au  dénominateur 
le  facteur  t+  h-ly  h,  désignant  le  rapport  de  la  masse  de 
la  Terre  à celle  de  la  Lune,  qui  n’est  plus  négligeable, 
et  changer  0 en  ff.  Si  donc  n\  représente  la  vitesse  angulaire 
de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  on  a 


2 n ' C n(  i 


(C-A0_ 

M 

(d  — a' 


Z=-2n'C«(. 


(cosaS'.i,  cosX,  -h  sin&'cosO'), 
C0s6'.l,SÎnX,. 


L’emploi  de  ces  formules  suppose  que  »,  est  très-petit, 
et,  en  effet,  l’observation  fait  reconnaître  que  l’incli- 
naison I de  l’orbe  lunaire  sur  l’écliptique  vraie  est  très- 
faible,  qu’élle  est  sensiblement  constante  et  égale  à 5°<)', 
d’où  il  suit  que  l’on  peut  effectivement  négliger  le  carré 
de  f|.  . . v 

Pour  exprimer  i,  en  fonction  de  I,  soient  A,  la  longi- 
tude XP  de  la  Lune  L;  N„  N,  les  nœuds  de  l’orbite  lu- 
naire sur  l’écliptique  fixe  et  l’écliptique  vrai;  S l’intersec- 
tion de  LP  âvec  ce  dernier.  On  a,  en  négligeant  les  termes 
de  second  ordre,  ..  • 


LP  = »iSinN,P  = sin(À,  — >,).»,, 

LP=?  LS  — SP=;IsinN,S  — isinNP  = IsinN,P  — ./sinNP 
= Isin(A, — X,) — <sin(A,  — X);  “/ 

égalant  ces  deux  valeurs,  puis  supposant  successivement 
A,  = o,  A,  = go°,  on  trouve 

• * % * , . V * 

>,sinX,  — IsinX,  — i sinX  = IsinX,  — gt, 

. i'iCOsX,  ==  IcosX,  — icosX  = IcosX,  — g't. 
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D'autre  part,  JLa  longitude  du  nœud  diminue,  d’un  mou 
venaent  sensiblement  un î fo rm e , d’une  circonférence  ei 
*8  -j  ans  environ  . Si  donc  on  désigne  par  a la  vitesse  angu 

laire  du  nœud. , et  par  A0  une  constante,  on  peut  écrire 

< . , 

. X,  = {ait  -+->,)< 

el  *1  vient,  en  posant — ” 1 ^ - = n,îM, 

v * 

» = sin9'  — ~ = — y»  (C—  A_l&>rsjnyc0sy_t.ct)S2  6'.Icos(gl-t-> 
. «<■  2 C« 

«-  ' — g'tcosaS' 

&>  cosô'  [Isin  (at  -+■>,)  — 

1 C n 


X — — 
d’où 


JG 

fit 


<7> 


*•  ' 

(*  * 3 »'i  / r — A'  \ / , cos  a 6'  I ' . 

4*  = — w ( t cosS'H r-^r'-SinX, 

a C/i  \ sme'  a 

^-'costS'  t*\ 

• sinfi'  2/ 

ô e,  _ 3^1  (A— *>  cose'  fi  cosX,  -r Cf!) 

— C/*  \a  • a J 


i 

t 


161.  des  actions  simultanées  du  Soleil  et 

a Lune. En  réunissant  les  termes  résultant  des  actio 

du  Soleil  et  «Je  Ja  Luue,  on  a,  poür  les ‘déplacements 
-1  axe  terres  t*^.  dus  à la  simultanéité  d’action  de  ces  de 


astres, 

:]+=3 
m.  | 

oi-  a 


. Ao  /'  a/\  ♦ 2 W COt  2 0*  . ■ > 

L!  (ÇjrAi  ccrso'l  (« -»-“)<  + IsinA 

Cr<  U ■ , 


- g'col20'.(l  -t-  w)  - 


Si  1 


t, 

( C - — A j cosfl'  I *>  i cosX,  — g( i -+•  «)  ; 

n 5 " L a 

- ■ ' ‘ . 
011  'ï inégal»1®5  séculaires  de  l’éeliptiq 


3 

a 
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34a 

on  a 

('?') 


AM 


C n 


-cos  6' 


' £( 1 + «) 


2uCOt2  0' 

-IsinX,  i> 


A 3»'3'(C  — A‘) 

6 — 8 = ' — - cos  0 . u 

•a  Cn 


x 

IeosX, 


sinX,  J, 


Concevons  une  droite  OA  partant  dû  point  O et  qui 
fasse  constamment  l’angle  0'  avec  la  perpendiculaire  OZ  à 
•l’écliptique  lixe,  en  tournant  autour  de  cet  axe  avec  la  vi-  . 
lesse  angulaire 


s ,Æ=i2 

C« 


(i  -+■  v)cos9', 


les  déplacements  de  l’axe  OB  de  la  Terre  par  rapport  à 
l’aXe  moyen  OA  seront  donnés  par  les  formulés 


-w.11 


>=3  n 


Cn 


AM  IsinX, 

cosO  cota0  — - • ■ ) 


„ 3n'1  (C  — : A'  ) . ,1 

, 9 — 0 = - cosô  - cosX,. 

; 2 ■ Cn  -a 

Le  pâle  vrai  B est  ainsi  animé  par  rapport  au  pôle  moyen  A 
de  deux  mouvements  rectangulaires  périodiques  que  l’on 
peut  considérer  comme  rectilignes,  et  qui  sont  complé- 
mentaires et  d’amplitude  différente.  Il  décrit  donc  par 
suite  autour  de  A une  petite  ellipse  dans  le  même  temps 
que  les  nœuds  de  l’orbite  lunaire  accomplissent  une  révo- 

lution,  ou  en  18  ans  L’un  des  axes  aa  est  dirigé  vers  le 

* * ( « 

pôle  de  l’écliptique,  elle  rapport  de  l’autre  axe  au  pré- 
cédent est  donné  par  la  formule  , , ' 


b 

a 


cos  a 8' 


sinô 


i t 


cette  ellipse  a été  observée  pour  la  première,  fois  par 
Bradley,  à qui  on  doit  la  découverte  du  phénomène  de  la 
nutation-  * • • 
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Donnant  à Q'  la  valeur  connue 

* • ' . ' > 

‘ C = a3°  a8'  18", 

ori  trouve  pour  lé  rapport  ci-dêssus 


343 


l’observ 


*tion  domie 


— = o, -7446; 


-'==  0,746?., 


chiffre  qiii.  diffère  très-.peo  du. -précédent. 

Si  maintenant  nous  laissons  de  côté  l’influence  de  la 
r®l,.°gracla.t.ion  périodique  des  noeuds  de  l’orbite  lunaire, 
pour  ne  nous  occuper  que  des  déplacements  séculaires,  il 


vient 


C») 


. ' • * • v • . • + • 

/ . 1 J» 

I + =.  ^ /a'»  £.~.-  cos  O'  ( 1 -+-•>)  yi  — g’c  otaô'.^J, 

3n'’C- A' 

0 — 0' = — — — COSÔ^!  + w)  — 


Hi2.  *>«âj»/acem(,nts  Vax*  della  Ter,e  ™PPortét  à 

l ècliptufti. o-  traie  Pour  comparer  la  théorie  à l’observa- 

tion,  jj  fatJl  rapporter  les  déplacements  de  l’axe  de  la 
Terres  raie.  , 


Soient  ; 

0 JiticJi  n 0 

X',X=-  -cjj- 


Valeu  .r- 


liso,,  de  l’ équateur  sur  l’écliptique  vraie;  • 
lu  longitude  de  l’équinoxe  vrai  prise  e 


absolue  ; 


**  — XX.',  C->  q ___  50,  'F  — '}'  = 


Lé  triai* 
cos©  === 
ou,  en  ne 


j>  I -, v' N donne 

^ -s jihericpue  XX. 

C.  r cosO  cosi  4-  sinflsinicos(ip  -+-  X),  , 

H Ç 0 +°8/  ’ / î 

„ les  deux  premières  puissances 
. ^ **  servant  qut- 
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*f  ' * . * * • 

de  i el  de  âd,  • . 

- ,i  , âB1 

oO  = e — 8 = - cote  — /cot(|  4-  X)  — cos0  — 5 

2 . T 

et  enfin  en  remplaçant  dans  le  Second  membre  Ô9  par  sa 
valeur  obtenue  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 

« . \ V * • 

(g)  e = 0 — /cos(i|i  4- x)4-  — sin5(!(.-hX)cota. 

* - i 

»,  • • » *, 

Le  même  triangle  donne  * • 

sin(4>  -f-  X)sini  — • » sin ( ij»  4-  X ) 

sio  A ou  A — — = = 

OU 

f ‘ I 

(io) 


sinè 


sinO  — /cos8cos('j<  4-  X ) 


• sin  (ij<  -h  X)  »’  sirt  -f-X)co»8 
^ • $in  8 ""  2 sin1 8 


Enfin  on  a,  en  considérant  le  triangle  rectangle  y/ , 

« R 

tang(ijâ  — ¥)  ==  — ty  = tangAcosS  ==  Acosfl, 

d’ofi  . r.  . 

• ■ i*  . 

, (h)  T = +■  isin(ij(  + X)cot9  +4—  sinafij;  4-  XJcot’O; 

Nous  avons  dû  conserver  le  carré  de  i dans  les  valeurs 
de  0 et  9,  puisque  nous  poussons  l’approximation  jusqu’aux 
termes  .dépendant  du  carré  du  temps.  Par  la  môme  raison, 
nous  devrons  employer  pour  i sin  X et-tcosX  des  expres- 
sions de  la  forme 

• « 

i sinX  =.àt+  //’,  i cosX  .=  g1 1 4-  Ht3.,  •„ 

i_  •'  ‘ 

k et  k'  étant  deux  nouvelles  constantes  ; et  en  posant 


(12) 
il  vient 


cos8î(i*4-  u), 

2 Cri 


^ = g'<Jcot28'),  . 

gt* 

8=8',—  Ç — , 

2 
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H5 


et  enfin 
'»'  = (? 
(>3)  0 = 


S col 


>t  6')t-J-  ( -^-5—  -H  ff»'cot}ô' — AcotS' 1^, 

‘ \sm  26'T  } 

E ©'  — -i-  Lgi cotv  + k'^t\ 

103.  Formules  numtiricju.es.  — D’après  le  sens  suivant 
lequel  les  angles  <p  et  ,fr  sont  comptés,  le  mouvement  des 
equxnoxes  seca  rétrograde  si-  les  angles  croissent  aveç  le 
temps,  et  c’est  effectivement  ce  qui  a lieu.  La  grandeur 
de  £,  qui  «dépend  des  moments  d’inertie  de  la  Terre, 
ne  peut  être  déterminée  que  par  l’observation.  En  pre- 
nant pour*  plan  fixe  l’écliptique  du  commencement  de 
1 année  1750,  fixant  à cette  époque  l’origine  du  temps, 

1 unité  de  temps  étant  l’année  julienne  de  365j,a5, 
Bessel  a trouvé  £ = 5q",  3^5 72  pour  la  précession  relative 
à cette  année,  et  0'=  a3°  »8'i8".  De  plus,  on  a d’après 
Laplace  \ ‘ • 

«*=  2,35333-, 

et,  d’après  fdouvard,'  . ' ’ ’ •*“  ’ 

=.«"'so663i4, 

r== o">ooooi8658, 

• T .•  ' . • ,*  •. 

valeurs  qui  peuvent  convenir  avec  une  assez  grande  ap- 
proximation* ?>ou  une  -période  de  1000  à 1200  ans 

et  après  l*o x-i  x — leA 

premier  cas. 


S 

A. 


ë'  =<>",456917, 

/'  = — O", 000005^4  1 


avant 

gm€  du  temps,  en  supposant  t négatif  dans  le 
Kn  faisant  ces  substitutions,  il  vient 


? 3«  -xîT  18^-+-  o",oooo8ooi  t5, 

— ■ o",oooio9o5/Y 


0 =S 
V =- 


L’obliqu  i f_  - 

des  solstices  JT*  ***oyé*»«e 

clV‘tédcccfte 


,3757  n.t 

^ g,  , 8"-—  o",  456921  — o/r,  0000022.pt1, 

,^3oo/  + «>00063^- 

, l'éclipti<|ue  pour  i8i3,  couctue 
a «née  et  de  1 8 1 2 cl  « 8 1 4 . observés 
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Or,  n et  ^ étant  indépendants  de  l’angle  on  voit  que 
l’on  peut  supprimer  les  termes  en  sinus  et  ’cosihus  Je  i f 
qui  n’introduiraient  dans  le  déplacement  de  l’axe  terrestre 
que  des  termes  dont  la  périodicité  serait  journalière,  et 
dont  l’observation  n’a  pas  constaté  l’existence.  Il  résulte 
de  là  que  la  différence  A — B est  très-petite,  ou  que  la 
Terre,  étant  à fort  peu  près  un  solide  de  révolution, d’après 
les  mesures  géodésiqucs,  est, en  même  temps  composée 
d'éléments  matériels  à très-peu  près  distribués  d'une  ma- 
nière uniforme. 

En  appelant  A'  la  moyenue  — des  moments  princi- 
paux d’inertie  relatifs  à l’éqüateur,  il  vient 


À' 


de 

dr> 

(It 


+ Cnr,  — Oltjç , 

C/ty  =3  .m,, . 


Les  mouvements  déterminés  par  les  rotations  ri  et  pétant 
très-lents  relativement  à la  rotation  n autour  de  Oz,  les 

, , . , rfy  dr,  , . . , 

derivces  sont  très -petites  comparativement  a n,  », 

et  l’on  peut  ainsi  écrire  . ' ,■ 

31U 


(*)• 


-3b 


I an. 


Telles  sont  les  équations  dont  nous  ferons  usage  dans  le 
problème  qui  nous  occupe. 

159.  De  l’ action  du  Soleil.  — D’après  le  n°*56,  l'at- 
traction du  Soleil  donne  lieu,  par  rapport  à Ox,  O y,  aux 
moments  • . ■ . . ’ 


(C  - B) 

•TTi.x==  3m yz. 


:mr 


(C-A) 

3 m jrz  , 
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formules  dams  lesquelles  m représente  la  masse  du  Solei 
z scs  coordonnées  par  rapport  à Ox,'Oy, Oz,  a 
distance  moyenne  à la  Terre.  . 

§oient  {Jîg.  aa)  : ■> 

n' la.  vitesse  angulaire  moyenne  du  Soleil  autour  de 
Terre  - - ■ 

x\  y'  ses  coordonnées  parallèles  à O^,  O « 5 
h le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  à celle  du  Soleil; 
Xr‘  Ie  cercle  qui  représente  l’équateur  sur  la  sphère  d’ 
rayon  égal  à l’unité  ayant  pour  centre  celui  delà  Ter: 
. X *>'  le  cercle- qui  représente  l’écliptique  fixe,  et.  d< 
1 équinoxe  du  printemps  est  en  X; 

X S Pécli  ptique  mobile  , coupant  le  cercle  précédent 
point  2NT  5 • 

S la  position  du  Soleil  ; 

SQsa  lntitüde; 

* = ‘ la  longi  tilde  du  nœud  descendant  N,  con 

. * x O • ' 

iee  a j>a  rtir  de  l'origine*  X 

A = X.T*  ia  joi^itude  du  Soleil;  -, 

‘l’inclinaison  très-petite  de  l’écliptique  mobile  sur  1 
chpticfrio  Vra;?  dont  ont  négligera  le  carré  ainsi  < 
le  pi'orï 


On 


partp  = X^‘* 


O.  -+-  h)  = 


d’où  nt 


1 


V 


311,= 


OU, 


onr 


OTüæ  cos  _ DTCy  sin«p,  x = x'cosç  sm 

a.  _ * ..  — cin  >1 


sin<p 


+ ^TCycos?,  y = y cos  T — x'  sm  y, 
- A-hB  ’ • 


d’où 

(3) 


• 2 (C  — A'  ) , 

r»^x  ==t:  -7  .~h^‘  a*  ■’ 


;jtv» 
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en  laissant  de  côté  les  termes  pe'riodiques  en  süicj  et 

cosip.  Nous  pourrons  négliger  h qui  n’est  guère  que  j500007 

et  le  tousse  réduit  à calculer  z en, fonction  des 

coordonnées  astronomiques  du  Soleil.  , 

Si  l’on  néglige  de  plus  le  carré  de  l'angle  S^Q,  on 
peut  considérer  j(Q  comme  égal  à ou  à A.-f-^  et 
écrire 

x'  = «cos (A  4-  iji).- . 

• • f * - . . • 

Oi\a  de  même,  pour  la  projection  du  .rayon  OS  ou  OP 
sur  la  perpendiculaire  0,iî'  à O x dans  le  plan  de  l'écliptique 
fixe 

rtsin  (A -H’}'), 

. * 

et  pour  la  distance  du  point  S à ce  même  plan 

OSsinSP  = a sinNP  .i  = ni  sin  (A  — \),  , 

( . ’ " . ♦ * - * " . 

d’où  l’on  déduit  facilement 

. . ....  * • •.  • 

• < • _ * 

= oJsân(A  -+-  |)cosfl  -4-  i sin  ( A — A)  sinO], 

*'  = a [sin  (A  h-  40  sin0  — f'sin(A — X)cos0]; 

* * i > 

par  suite,  • " ‘ 

l *•  * f 

• 3 * , 

• 31tx  = — n'*(C  — A')[asin0cos0sin*(A  r]») 

— rcosa.  9cosA-4-icos2  0 cos(a  A — A)], 

Oît,  = — -n'»(C-’A')[ÿu0sina#(ArH-f)  • - 

— ; cas  0 sin  ( a A — X)  -f-  / cos  0 si  n X } ; 

• % ( »• 

I 

ou, 'en  laissant.de  côté  les  termes  périodiques  en  sinus  et 
cosinus  de  l’angle  A =n't  ou  de  ses  multiples,  donnant 
lieu  à des  déplacements  annuels  que  n’accuse  pas  l’obser- 
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vation, 


(5) 


[ 3 • - 

l = — n' J'(C — A'  ) — cos 28.1  cosX  -4-  sin  0 

• i - 3 * 

OÜ.»j  — . — — «'2(C  — Ar)  cosQ.isinX. 


Si  l’on  porte-  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  01 


_3  TC— A')' 

« =.  — n i 1 — cc 


(6) 


Cn 


( — cos  20./ sirù  -+•  sin  O cos0)  = i 


.1.3  fC  — A')  dO 

/=  — ill_i_AJcos©.isink  = — — • 

! C«  dt 

En  négligeant  les  inégalités  séculaires  de  l’écliV 
ou  % étant  nul,  0; resterait  constant.  Si  nous  dési 
par  9'  eetié  constante,  égale,  si  l’on  veut,  à la  valeu 
correspond  ant  à l’origine  du  temps,  nous  pourrons, 
erreur  sensible,  remplace*'  0 par  9'  sous  les  signes  s 
cos  ; et  nous  poserons,  comnïe  nous  l’avons  dit  au  h°  1 

• . / sin X = g*,  icos\  = g’t,  • 

g « g'  étant  deux  constantes  numériquement  très-fail 
Nous  obtior»  drons  ainsi  \ * 


^ </«■__  3n2  (Ç  — çosû'gt, 

X 5F-“T-  '.  a * G" 


d’où 

leil, 


puis 


pour  la  mesure  de  la  nutation  due  à l’action  du  S 


„ a cos* 

0'  = — >-  — n Cn  a 

+ * . i s / . 


et 


»)  = sin0'^£_^  . 3 (C  ; N )_  ? — , gt  COS  2 9'  -f-  sin  S'eus  6'  ), 

"V  ==  - n 3 — ~C« 

par  suite  leur  de  la  précession  correspondante* 

-,  . ->  ' K,\  / / «09  2 01  t'\ 

+ ===  g ^^Cj9-==^i{tcosd~g  'ri ürr"î)‘  : 
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pour  calculer  Pin- 


~ lllTie''v  de  la  'Perre  ou  peu1 

. n & 1 oU^^aogeant  le  signe  de  *, 

VactiO  -ic  & , -a  C . . l'inclinaison  U 


160.  D e 


r ttV  c -tént  l'inclin  ai  ÿ>n  U 

duence  de  la  Pnnc  SU  (6)’  ^p^^naiinde  >v  du  noeud 

faire  «sagedesfor^/et  * ^tla*0*8  <— 

supposant  ensuite 


faire  usage  des  f°rt°°‘e  i el  .**  e el  **  Xc  au  dénominateur 

.rt.roitt  , de  la  masse  de 

; jeJ’°rb«  lunaire  5ttV^deÿtt^  le  ^^fplus  négligeable, 

*«cen<J  ^ üfa  és-lgnafl  qUi  neS  ^se^gula^ 
à celte  <,;doOcrl' 


h T, 


de  1 


^J$er9en0'*Sldela 
autoul 
o JC 

-«  ^Xri\tiï> 

» 


rperr«’ 


o» 


et 


A'L  (co&a 

*T) 

, , jfL^JïTï 

_?./»' . cnT1 

~~  a 


• .i» 


co» 


à** 


cos8'l* 


i*' 


inV 


îliv, 


que  i»  ^ 

^°Üo>ttP,Se  e* 


_ ^Wploi  <leTv",  ,ervat‘“  9ur 

V vt 

^ làe  Vo‘be 


cesf!S*  6atri 

nt  , eïtvePl 


eîfel’ 

» S«*>  V"*1  a„  V 

U suit  q*e 

•.  -.;.cn 


soiet 


\&  long1' 

«t  y.ive  lU' 

As  âC  V^' 


^deVn^ÜC-00- 

. ..,r  Vdcl'P  J dertPer  . 


i s'n 


îiP 


^lant  Çe* 
A-* 


sin^'T 

-lsiu^1;  (A*"^ 

^ >•  ^ 

val^rS’  uve 
. deu*  va‘_  iro* 


>1 
5oÇ? 


os» 


t»t- 


9tî 


cC 


«S! 


si'" 


ejn1 


en1 


ot» 


rOSti 


-Mx 

iic 


t»V  i cO»^ 


1»* 


,n‘)" 


o& 


>*■ 


OS' 
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D’autre  part,  la  longitude  du  nœud  diminue,  d’un  mou- 
vement sensiblement  uniforme,  d’une  circonférence  en 
18  -f  ans  environ.  Si  donc  on  désigne  par  a la  vitesse  angu- 
laire du  nœud,  et  par  X0.une  constante,  on  peut  écrire 

( . 

* ( L = — 

et  il  vient,  en  posant  ^ 1 ^ = «'*«, 

* • . % . ” * 

V ^ 

» = sinfl' -^  = - »'î  wrsinfl'cos9'-t-cos2e'.Icos(aM-X,) 

dt  7.  Cn  . 

‘ — g-'fcosxfl'j,- 


3n>.(C-A,)| 

dt~  i Cn 


u cos  fl'  [Isin(ar  -+-  >,)  — gt\, 


/ .•  3/»'*  (C  — A'i  / . cos  2 6'  I - . 

l + = — cos8-hli^-âs,n; 

(,)  ) ■ ; . 

i <■  sin fl'  2/  . . 

«-•'=— «'(-COS»,  —^V. 

• 1(H.  Résultat  des  actions  simultanées  du  Soleil  et  de 
la  Lune.  — ‘En  réunissant  lps  termes  résultant  des. actions 
du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  a,  poür  les  déplacements  de 

- l’axe  terrestre  dus  à la  simultanéité  d’action  de  ces  deux 

* ■ . * » ' 

astres,  » - 

. / 3/i'j(Cî — A')  ,T/'  ».  2<acot2fl'  ' 

l 2 C/t  L a 

(f)  r "V  . — g'coi2e:.(i-t-*.)iJ, 

f 0 i—  6'  ==  -/i'*  : — — cosO'l  w -cosX,  — g(i  -t-  w)  - I i 

\ . • 2 . (,  fl  L “ . • , 2 J 

, * J . , 

Si  l’on  néglige  les  inégalités  séculaires  de  l’écliptique, 
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Donnant  à 6'  la  valeur  connue 

' 6' = 23°  28' 1 8", 

on  trouve  pour  le  rapport  ci-dessus 

b , , 


343 


l'observation  donne 


- =0,7446; 


- = 0,746*; 


chiffre  qui  diffère  très-peu  du  précédent! 

Si  maintenant  nous  laissons  de  côté  l'influence  de  la 
rétrogradation  périodique  des  nœuds  de  l'orbite  lutiaire, 
pour  ne  nous  occuper  que  des  déplacements  séculaires,  il 
vient  • . . ‘ • • 


C») 


, ■> 

| | ^ n'* ----- ~ cos  O1  (i  + «)|l  — ÿ'cotafl' 


0 — V — 


3«”C  — A' 

cos  V ( 1 -4-  u ) — . 

2 C«  , 2 


102.  Déplacements  fie  l’axe  de -la  Terre  rapportés  à 
l'écliptique  vraie.  — 1 Pour  comparer  la  théorie  à l’observa- 
tion, il  faut  rapporter  les  déplacements  de  l’axe  de  la 
Terre-à  l’écliptique  vraie. 

Soient  : • - ' * • ' • 

*•  * # C ’ - « . # t V* 

0 l'inclinaison  de  l’équateur  sur  l’écliptique  vraie  J 

• • ' • 

■ la  longitude  de  l’équinoxe  vrai  prise  eu 

valeur  absolue; 

a = iï,  © — e = w,  ÿ — f = o> 

' Le  triangle  sphérique  XX  ^ donne 

cos0  =cos(0  4- J8)=  cosOcosi  + sinOsinrcos(i]t  -+■  X)j  1 
• ’ ' • 
ou,  en  ne  conservant  que  les  deux  premières  puissances 
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• . * • * ' 

de  #'  el  de  â$,  • , 

f*  > * (îô2  * 

00  = 0 — 0 = - col 0 — i cot(^  -4-  X)  — cosO  — * 

et  enfin  en  remplaçant  dans  le  Second  membre  dQ  par  sa 
valeur  obtenue  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 


(9) 


*.  i1 

0 = 0 — i'cos(i{<  sin,('{i-h^)c<>tÊU 


Le  même  triangle  donne 

sin(ij/  -+-  X)sini 


sinA  ou  A 
ou 

i * # 

(io)  A: 


— i srn  ( 4»  H-  X ) 


sîn©1’  sinfl  — <cosGcos(i{/  X ) 
/sin(i|> -h  X)  ' /’sirtaêî;  -t-X)cos0 


sinO  ùsift’G 

Enfin  on  a,  en  considérant  le  triangle  rectangle  XX  Xi  > 

• % 9 

tang(t|<  — 't')  = — £•]<  = tangAcosG  = Aeosô, 

d’où  . 

i* 

. (ii)  <P  = ij<-^/sin(ij»  -h  X)cotô  -+-^—  sina(tj(  -t-  X)cot’0. 

: ,'2.i 

Nous  avons  dû  conserver  le  carré  de  i dans  les  Valeurs 
de  0 et  6,  puisque  nous  poussons  l’approximation  jusqu’aux 
termes  .dépendant  du  carré  du  temps.  Par  la  même  raison, 
nous  devrons  employer  pour  isinA  et-icosX  des  expres- 
sions de  la  forme  • ’ .*  : ; 

t . 

i sinX  =;  £t  -t-  At*,  i cosX.sz:  g1 1 u 

" • . i •'  • ...  * ’ 

k et  k!  étant  deux  nouvelles  constantes  •,  et  en  posant 


(12) 
il  vient 


!;=2/,',-5*C^LCOS9;(,+W}’ 


i|»  = Ç(r — g't!cot29'), 

gt  * 

e=±9',—  ï — , 


DigitizeiJ  by  Google 


1 


DE  MÉCANIQUE  CÉLESTE.  345 

ei  enfin 

'‘,  = (S  + ffcot6')f-H  (-J-—-,  -hgg'coM  — 4cotô'\/f, 

\sm29  * y . * 

(i3)  0 = 6'  — g't-h  H-  ^ g’cotô'  4-  4'j/J. 

163.  Formules  numériques.  — D’après  le  sens  suivant 
lequel  les  angles  tp  et  Ÿ sont  comptés,  le  mouvement  des 
équinoxes  sera  rétrograde  si  les  angles  croissent  avec  le 
temps,  et  c’est  effectivement  ce  qui  a lieu.  La  grandeur 
de  £,  qui  dépend  des  moments  d’inertie  de  la  Terre, 
ne  peut  être  déterminée  que  par  l’observation.  En  pre-  \ 
nant  pour  plan  fixe  l’écliptique  du  commencement  de 
l’année  1750,  fixant  à cette  époque  l’origine  du  temps, 

1 unité  de  temps  étant  l’année  julienne  de  365J,a5, 

Bessel  a trouvé  £ = 5o,/, 37672  pour  la  précession  relative 
à cette  année,  et  û'=  23°28T8".  De  plus,  on  a d’après 
Laplace  ‘ . 

«■£=2,35333,  • » 

et,  d’après  Bouvard,  . - • 

\ g = o'«,o663i4,  g'  =0",  45691 7,  ’ 

4 = — o",ooooi8C58,  4'  ==  — o", 00000674 1 , .» 

valeurs  qui  peuvent  convenir  avec  une  assez  grande  ap- 
proximation pour  uue  période  de  1000  à 1200  ans  avant 
et  après  lorigine  du  temps,  en  supposant  t négatif  dans  le 
premier  cas.  En  faisant  ces  substitutions,  il  vient 


6 = g 3°  28'  1 8-"  -|-  o", 00008001 
'î'  = 5o",  375721  — o",oooio9o5/,,/ 

© — 23°  28' 18" — o", 45692/  — o",  000002242/% 

>K  =:  5o",223oo/  4-  0,000637/’. 

L’obliquité  moyenne  de  l'écliptique  pour  1 8 1 3,  conclue 
des  solstices  .d’été  de  cette  année  et  de  1812  et  1814.  observés 


r 
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à Paris,  en  prenant  leur  moyen  résultat  et  9", 4°  pour  le 
coefficient  de  nutation,  a été  trouvé  égal  à 

e = 23°  27'  ^9  ",28, 
valeur  qui  diilère  peu  de  celle 

0 = 23°  27' 4g", o3 

déduite  des  formules  précédentes  en  y supposant  t =6‘a,5. 

164.  Invariabilité  de  la  durée  de  la  rotation  de  la 
Terre.  — La  rotation  du  globè  terrestre  donnée  par  la 
formule 

. dr  A — B 3R,  1 

serait  constante  d une-  manière  absolue,  s’il  affectait  la 
forme  d’un  solide  de  révolution,  puisque  l'hypothèse  A = B 
donne  (56)  OR,  = o.  Il  est  facilede  voir  qu’iL  en  sera  en- 
core de  même  en  supposant  que  les  trois  moments  d’iner- 
tie principaux  soient  inégaux.  En  effet,  on  a 


p =*^cosy  -f-iisiny, 


q — » cosy  — ^sin», 


et  pq  ne  r'enferme  que  des  termes  périodiques  comme  le 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  sur  lesquels  la  lpngue 
période  dq  ^ et  r,  ne  peut  pas  avoir  d’influence  sensible  par 
l’intégration.  On  peut  donc  supprimer  de  Péquation  ci- 
dessus  le  terfne  enpq.  Quant  à3R,vconsidérons  par  exemple 
celui  de  ses  termes  qui  dépend  de  l’action  du  Soleil  : dn  a 


3R/Ï==:3« 


xy  = ( y'1—  Je'1)  siniycosy  4-  x,yJcos,f. 

* > . . * ^ ‘ • . 

Les  termes  qui  constituent  x\  y'  ont  des  périodes  beau- 
coup plus  longues  que  <j>,  par  conséquent  xy  ou  ne  dé- 
pend que  des  termes  dont  la  période  diffère  peu  de  celle  de 

la  rotation  de  la  Terre  et  dont  l’iuffuencc  est  insensible. 

• • > « - 
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Ainsi  dope  l’attraction  du  Soleil  et  de  la  Lune  ne  peut 
avoir  aucune  influence  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre.  • 

16o.  Précession  annuelle  et  longueur  de  l'année  équi~. 
noxiaie.  — La  précèssion  annuelle  est  la  différence  des 
valeurs  de  Y pour  les  valeurs  t et  t i ou 

5o",223i  i -t- o", 00023274 1. 

* . 

L’année  sidérale  est  constante  et  égale  en  jours  moyens 
à 365^,256374,  etpendant  cette  période  le  Soleil  parcourt  un 
arc  de  36'o  degrés;  on  déduit  de  là  le  temps  employé  pour 
décrire  l’arc  de  précession  ci-dessus;  en  le  retranchant  de 
l’année  sidérale  et  appelant  ,ft  le  nombre  de  siècles  écoulés 
depuis  1700,  on  trouve,  pour  la  Ipngueur  de  l'année 
équinoxiale,  ' * , . ■ • 

365^,2419  — p.oi, ooooo6655  ’ • . « - * 

‘ t’  , • , • * 

qui  diminue  ainsi  à peu  près  d’une  demi-seconde  par  siècle. 

. * I 

166.  Rapport  des  moments  cTinèrtie  de  la  Teire. — 

En  continuant  à prendre  pour  unité  de  temps  l’année  ju-' 
lienne,  on  aiira 

* ; ’ (.  • •• . 

n' — 359°  ,99371,  — = 0,0027303, 

• R t / I 

€t  comme  ■ . , - 4 

. ■ î = 5o", 37672;'  . • • 

• la  formule  (12)  donne  . ' 

• C—  A'  ' n v • 

— — — = o,oo315oi. 


et,  en  négligeant  le  cube  de  celle  fraction, 
C — A'  C— A'  Ç C — A' 


A' 


C AJ' 


-A'/  C — Aï  \ • ' 

c — ‘ — 4J — 1 . = 0,0032007,  • 


P» 
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D’après  les  nü*  89  et  104  on  a 

r O**  //a 

. C — A'  /„  i \ Jo 


I p A*  ,U 
J O 

d’où  l’on  déduit  pour  l’aplatissement  de  là  Terre,  en  sc 
rappelant  que  ? — . ..  . 

J*  p a4  d\ 

E a=  0,0017301  -+-  o, oo3a56i j — — ;• 

. ! T pA’rfA 

or,  en  appelant  p'  là  densité  à la  smface,  on  a 

5jf  p «'./.^p'-jT  s; 

3i  ••S*' 

• «... 

d où  . • ‘ " . 

• * • “ , • ,,  ^ / s, 

5 ^ p K*  fl  K 3^*  pAJt/A=  A5(l — A*  ) rf  A O, 

attendu  que  a<i  et  que  la  densité  allant  en  décroissant 
du  centre  à la  surface,  est  négatif.  On  obtiendra  donc 

une  limite  supérieure  de  E en  y remplaçant  le  rapport 

’ ‘ • ^ 3 * ■ > 

d’ intégrales  du  second  membre  par  ce  qui  donne 


o, oo36838  ou  -r-r-1 


271 


Nous  avons  vu  d’ailleurs  que 


F.  > - = — — 
^ a 578 


Dfgitized  by  Google 


1 


DE  MÉCANIQUE  CÉLESTE.  34ÿ 

On  a donc  pour  l’aplatissement  deux  limites;  la  limite 
supérieure  qui  résulte  du  phénomène  de  la  précession,  ne 

diffère  pas  beaucoup  de  la  valeur  que  l’on  attribue  gé- 
néralement à l’aplatissement  de  la  Terre,. 

467.  Variations  séculaires  du  jour  solaire.  — Suppo- 
sons que  l’on  imprime  au  Soleil  et  au  plan  de  l’équateur 
un  mouvement  égal  çt  contraire  à celui  de  ce  plan  rendu 
par  suite  fixe;  le  jour  solaire  se  réglera  sur  le  mouvement 
résultant  du  Soleil,  estimé  parallèlement  à l’équateur  et 
combiné  avec  la  rptation  de  la  Terre.  Ce  mouvement  aura 
lieu  dans  un  plan  mobile  dont  la  position  sera  définie  à 
chaque  instant  par  son  inclinaison  0 sur  l’équateur,  et  par 
l'angle  A,  •’  ’ >,  ’ ( . • • • 

Soient  {Jîg.  aa)  > . * ’ ' • 

u = XQ>  v ~ SP  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du 
Soleil  comptée  à partir  de  l’intersection  x de  l’éclip- 
tique fixe  avec  l'équateur? 

A,  = K xS  = Sx'  les  distances  du  nœud  descendant  N 
et  du  Soleil  à l’équinoxe  du  printemps.  , 

Le  triangle  rectangle  Sx'Q  donne 

• : N 

tang(« — -A)  = cos0  tangft^.  1 , 

et  le  triangle  rectangle  PNS  '>  >•  ’ 

t 

tang(p  — t|< — X)  = eosX  tang  (c,  H- A), 

. ’ .... 

d’où,  en  développant  suivant  la  formule  de  Lagrange,  né- 
gligeant les  puissances  de  X supérieures  à la  seconde  et 
celles  de  tang©  supérieures  à la  quatrième, 

0 . 1 0 , , - 

« st:  A tang’  - sin  2c,  H — tang*  — sinac. , ' 

2 2 2 » 

» )»  . 

v,=  — ’à,  — » ^ — X -j- y-f- — stti2(i>  — ij<  — X),  , 
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et,  en  faisant  abstraction  des  termes  périodiques  dépendant 
de  la  rotation  annuelle  du  Soleil  autour  de  la  Terre, 

U ~ A **19  ' * • . • ’ * * 

, <\  = — - A, R ^ À -f-  V,  * 

Le  triangle  y'  donne 


sm  à. 


sinS  sin  ( ^ — t—  3*) 


sine 


d’autre  part  on  a,  d’après  le  n°  162, 

■ P 

9 î=  © -4- /cps(f-t-X) — - sin’^H-  X)  cot®, 
en  remplaçant,  dans  le  terme  en  1*,  rotflpar  cot©;  d’où 

sinâ,= — ^in(ifi-t-l)  Ti  -4-  i cos  (1(1  -f-X)cose  

P . ’ ■ -i 

. • - sin,(ij(  -f-i)cet,0  — - cosJ  h 


et  enfin 


At  — » 


— — | sin (+-+- 1)  picote  — cos(4>  -+-  i)  J j. 


On  déduit  de  là 

. t . ,*  " 

• ’ i'i  = p + sin  ( 


sinf^+i)  picote  — Cço«(ÿ-*vlfj* 

« <>  4-  sin  ( | -|-  X)  tote~-  *1  cos(  -4-  X)  J ; - 


et,  comme  nous  avons  trouvé 
il  vient 


sine 


• * 0 /» 

«==  r — isin  (,tq-.  X)  tang  - — - sin (4  -4-X} cos  -4- X), 
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(sin(<j/  + \)  = gt-y-  f’tg'ï  + ^j, 
* sin  (•»{<  -f- X)  <?os(<î>  -t-  \)  = gg'r, 

s*  , 


35i 


0 e' 

tang  — — tang 


a V 

2 COS*  — 
2 


donc 


s'  l , , gg'  fl'\  -e' 

« = u — gitang- ,f5  tang  — j tang—. 

• • . * * ' • t 

On  peut,  en  négligeant  les  termes  périodiques,  supposer 
v = /*'f;  et  si  l’on  désigne  par  S l’ascension  droite  du  Soleil 
comptée  à partir  d’un  méridien  déterminé  de  la  Terre,  ou 
déduit  facilement  de  ce  qui  précède  que 

04)  S=(/t  — n')f-f-gftang~-t-  /*  (g'i  -+-  X-.—^tang-)  tang— 

# *.  •’  ' \ * *,?,*» 

% • * ■ * f 

Le  jour  moyen  sera  l’intervalle' pendant  lequel  cet  angle 
augmentera  de  36o  degrés.  En  négligeant  le  carré  de  cet 
intervalle  que  nous  désignerons  par  x,  et  posant 
• • .* 

• *’  / sa'  fl'\  S’ 

H = I g' Ç tang- ) tang-, 

> "•'  ' 2 ' V 2 / 2 

’==^« — n'-f-  gtang  ^ j x -K  ?.xt  H.  . • 

*.  î \ * •.  , . . / 

L’unité  de  temps  étant  arbitraire,  supposons  qu’elle  soit 
prise  égale  au  jour  moyen  en  iy5o.  On  aura1  x — i pour 
t — p,  et  par  conséquent  • - , 

9' 

• 36o  = n — n!  + gt  tang  — 


on  trouve 


36o«: 


La  valeur  de  n'  donnée  par  l’observation  cl  rapportée  à 

cette  dernière  unité  est 

' *..*.*.  ...  , 

. ■»'  = o°,  98561. 
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La  valeur  tic  g donnée  plus  haut,  se  rapportant  à l'année 
julienne,  devra  être  divisée  par  365,25,  ce  qui  rendra  le 
0/ 

terme  g tang  — complètement  négligeable.  Il  vient,  par 

suite,  pour  la  rotation  de  la  Terre  correspondant  à l’unité 
de  temps  adoptée, 

n = 36o°,  98561 , 

et  pour  le  jour  sidéral  exprimé  en  fraction  du  jour  moyen, 

Après  avoir  divisé  les  valeurs  numériques  de  g , gf,  Ç 
par  365,25,  et  celle  de  k par  le  carré  de  ce  nombre,  afin 
dp  les  rapporter  à la  nouvelle  unité,  on  trouve 

v H — °’oool-"344  •’  . • 

. - • • — ’ (365,25)*  * 

Posons  « < . • : • . ' . . 

t = fi.  36525,  _ ~ . 

p représentant  le  nombre  de  siècles  écoulés  depuis  i^p, 
la  grandeur  variable  du  jour  moyen  sera  * ; 


T.  = 1 • 


0,7328 

U*  — T-2 , 

1 10" 


ce  qui  montre  que  sa  diminution  séculaire  sera  presque 
insensible.  . . ‘ ■ 

Si  r mesure  le  temps  en  jours  moyens,  on  a 

‘ .•  S = 36o°r 

■ . s 

et,  d’après  la  formule  (i4),  en  négligeant  le  carré  de  t — r, 

" ■_  i338t* 

T io\  (36525)*  ' 

Le  temps  n’est  donc  pas  rigoureusement  proportionnel  à 
celte  mesure;  mais  il  s’en  écarte  fort  peu,  et  l’on  pourra 
sans  inconvénient  négliger  la  différence,  excepté  dans  l'é- 
tude du  mouvement  de  la  Lune,  à cause  de  sa  rapidité. 
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168.  De  l'influence  des  oscillations  de  la  mer  sur  le 
mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité. 
— Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  la  Terre 
ne  formait  qu’un  seul  et  même  corps  solide  ; il  nous  reste  à 
examiner  maintenant  si  les  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenu  ne  sont  pas  modifiés  d’une  manière  bien  sensible 
par  les  oscillations  périodiques  de  la  mer,  dues  .aux  attrac- 
tions simultanées  du  Soleil  et  de  la  Lune. 

Nous  remarquerons  en  premier  lieu  que  l’accélération 
d’entraînement  de  chaque  particule  de  la  mer  est  la  résul- 
tante de  l’accélération  due  aux  forces  qui  la  sollicitent, 
de  l’accélération  centrifuge  composée  et  de  l’accélération 
relative  oscillatoire  prise  en  sens  contraire.  En  d'autres 
termes,  les  équations  du  mouvement  résultant  d’une  mo- 
lécule de  la  mer  sont  les  mêmes  que  si  elle  faisait  à chaque 
instant  corps  avec  le  noyau  terrestre,  en  la  supposant  sol- 
licitée de  plus  par  la  force  centrifuge  composée  et  par  la 
force  d’inertie  due  au  mouvement  relatif  oscillatoire. 

Les  termes  dus  à la  force  d’entrainement  et  aux  attrac- 
tions du  Soleil  et  de  la  Lune  peuvent  être  calculés  sans' 
erreur  appréciable,  comme  si  la  surface  d’équilibre  de  la 
mer  n’éprouvait  aucune  variation  sous  l’action  de  ces  deux, 
astres,  et  dès  lors  B,  C dont  i)s  dépendent  représente- 
ront les  trois  moments  principaux  d’inertie  du  système 
invariable  formé  par  le  noyau  terrestre  et  la  iner  suppo- 
sée à l’état  d’équilibre  ci-dessus. 

Il  nous  reste  donc  à comprendre  dans  les  termes  de  Oli^, 
Oïl',,  des  formules  (a)  du  n°  158,  les  moments  par  rapport 
à O*,  On  de  la  force  centrifuge  composée  ét.  de  la  force 
«l’inertie  dans  le  mouvement  relatif,  calculées  avec  l’apr 
proximation  ci-dessus  définie,  c’est-à^-dire  comme  si  la  sur- 
face d’ équilibre  de  la  mer  n’éprouvait  aucune  variation 
de  forme,  en  se  rappelant  que  les  actions  mutuelles  de  la 
masse  entière  disparaissent  complètement  dans  les  mêmes 
formules. 

• ‘ '*v  ’*  % a3 
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D’après  le  n°  133,  les  composantes  des  forces  précé- 

dentes, suivant  la  méridienne  et  le  parallèle,  sont,  pour 
la  molécule  de  masse  ni, 

. * . .•  . • § • • 

/ dv  d’u\ 

■ : 

. . . ( du  d'v\ 

{a)  dF+dF)m-  - . . 

' . , . •*  * » 

La  première  se  décompose  en  deux  autres, 

/ dv  rf’#\  

Z = — ^ •».«»[*  — — — \ y/t  — . . suivant  O*, 

' i • 

I * • ♦ 

1 1\  /„’<*>  d,u\  ( suivant  la  trace  du  méridien 

=l2"F  -7 -r r 1 ft./w*-»  { 

\ de  dp  ) r j sur  1 equateur. 

Des  composantes  (a)  et  {b)  on  déduit  les  suivantes  : 

(du  d*  v \ 

/ dv  d'u\  . 

-M  3n*i  Ht ~dP  j Pcosya  • • suivant  O*, 

( du  d*v\  • 

- Y=-t-^a/i(x  — -H— j cos(ci-l-ç)/n 

/ rfr  rf’  « \ . ’ 

, — . \^sin(ra-|-?)OT..i  suivant  On. 

Enfin  les  coordonnées  de  m suivant  Or),  O z sont, 
en  continuant,  comme  au  n°  133,  à prendre  pour  unité  le 
rayon  moyen  de  la  surface  d’équilibre  de  la  mer, 

tv  • X=^l fp  COs(ü  -+-  ü), 


y = ^ 1 — (**.  sin  ( n + ip) , 

Z = (i, 
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et  il  vient  pour  les  moments,  par  rapport  aux  mêmes  axes, 


/ dv  d'u  \ . 

\™vdt-^F  )s,n(n  + ?) 

/ du  d'v  \ i 

• • 

/ dv  d,H  \ . ■ 

— y-n?  Jt~  -M)  «n(®  + f)« 

' ' ( du  d’v\ 

+ ( 2«f*  dc~i~~dFj  f1008  *0**-^ 

/ du  d*v\  

\***  *'*"#)  V'- 


) suivant  Ox, 


suivant  Ou, 


?.m suivant  O i. 


Pour  avoir  les  portions  de  3ILZ,  3^,,,  3K.„  relatives  aux  os- 
cillations de  la  mer,  il  faut  faire  la  somme  de  ces  expressions 
pour  toutes  les  molécules  de  la  masse  fluide.  Or,  en  raison 
de  leur  petitesse,  on  peut  calculer  u et  v comme  aux  n0’  133 
et  suivants,  c’est-à-dire  en  négligeant  les  déplacements  de 
l’équateur  terrestre;  on  peut  de  plus,  ainsi  qu’on  l’a  fait 
aux  numéros  précités,  supposer  que  ces  déplacements  ont 
la  même  valeur  pour  tous  les  points  .de  la  couche  fluide 
situés  sur  un  même  rayon  lors  de  l’équilibre,  ce  qui  revient 
à prendre 

m — — ydy.da, 

y continuant  à désigner  la  profondeur  de  la  mer  dont  la 
densité  est  prise  pour  unité.  On  a ainsi 


I — u*  y dp  dm. 


: 

i 


- ' ( ' du  d'v\  Ÿ\ 

dt  + IF}  fiC0S!°  + ?)  I l^^da,  v 

3IV,,="'/[(2/,fl  SiD(t,  + ?) 

, — (: 2 n t*  ^ ■+■  -jÇ)  ? COfi  (ra  + ?)]  7 4™  > 

Cl  du  d*v\  r 

orv,=J  (2^*+^r)/i 


Digitized  by  Google 


TEAITÊ  ÉLÉMENT*  ni  F 

Ces  expressions,  en  raison  du  fadeur  très-petil  y,  sontelles- 
im'imes  irès-pelites  par  rapport  à it  et  v,  ou  sont  du  même 
ordre  de  grandeur  que  la  surélévation  z de  la  mer.  Concevons 
que  l’on  remplace  u et  v par  leurs  valeurs  (6)  du  n°  145, 
en  remarquant  que  <p  dilTère  très-peu  de  }it.  Les  moments 
ci-dessus  se  composeront  de  termes  périodiques  dont  la 
plus  longue  période  correspondra  à l’arc  ( n — i)t.  Pour 
les  oscillations  de  la  première  espèce,  i étant  très-petit  par 
rapport  à n,  la  plus  longue  période  sera  d’un  jour  énviron,  ' 
et  n’aura  ainsi  aucune  influence  sur  la  précession  et  la 
nutation.  Il  en  sera  de  même  pour  les  oscillations  de  la 
troisième  espèce,  en  observant  que  i difière  peu  de  2 n. 

Quant  aux  oscillations  de  la  seconde  espèce,  n — i ne 
dépendra  que  du  mouvement  annuel  du  Soleil  autour  de 
la  Terre,  ou  la  plus  longue  période  des  termes  de  3TL,,  SR-, 
sera  d'une  année  environ,  et  n’aura  ainsi  aucune  impor- 
tance sur  le  phénomène. 

De  la  même  manière  31k,  ne  produira  aucun  changement 
sensible  sur  la  moyenne  rotation  de  la  Terre. 

Les  mêmes  considérations  étant  applicables  à l’atmo- 
sphère, on  voit  que  les  phénomènes  de  fa  prëcessioji  des 
équinoxes  et  de  la  nutation  sont  exactement  les  mêmes 
que  si  la  mer  et  l’atmosphère  formaient  une  masse  solide 
avec  le  sphéroïde  quelles  recouvrent. 

Nous  remarquerons  enfin  que  les  vents  alizés  soufflant 
entre  les  tropiques  d’occident  en  orient,  dus  au  mouvement 
(pie  la  chaleur  solaire  imprime  à l’atmosphère,"  malgré  leur 
action  continuelle  sur  la  mer  et  les  montagnes  qu’ils  ren- 
contrent, les  tremblements  de  terre  et  en  général  tout  ce 
qui  peut  agiter  la  Terre  dans  son  intérieur  ou  à sa  surface, 
n’oui  également  aucune  influence  sur  le  mouvement  de 
notre  globe,  puisqu'ils  n’introduisent  aucun  terme  dans  la 
somme  des  produits  des  masses  par  les  rayons  vecteurs 
correspondants.  , 
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§ II.  — Du  MOUVEMENT  DE  LA  LuNE  AUTOUR  DE  SON 
CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

169.  On  sait  que  la  Lune  nous  présente  toujours  la 
même  face  dans  son  mouvement  de  révolution  autour  de  la 
Terre,  et  que  par  suite  les  vitesses  angulaires  de  la  Lune  au- 
tour de  son  axe  et  autour  de  la  Terre  sont  égales  entre  elles, 
ou  qu’elles  ne  diffèrent  l’une  de  l’autre  que  de  quantités  très- 
petites  et  périodiques.  Si,  comme  tout  porte  à le  croire*  la 
Lune  à été  primitivement  iluide,  elle  a dû  s’allonger  dans 
le  sens  de  la  Terre,  de  sorte  que  son  plus  grand  axe  prin- 
cipal d’inertie  doit  faire  un  très-petit  angle  avec  le  rayon 
vecteur  qui  joint  son  centre  à celui  de  la  Lune,  et  c’est  là 
la  seule  hypothèse  que  nous  ferons  dans  ce  qui  suit.  Il 
est  évident  d’ailleurs  que  le  plus  petit  axe  d’inertie  doit  être 
celui  de  la  rotation  de  la  Lune. 

170.  Formules  relatives la  libration, de  la  Lune.  — 
Nous  ne  changerons  rien  à l’état  de  la  question  en  consi- 
dérant le  centre  de  la  Lune  comme  fixe,  et  supposant  que 
la  Terre  décrit  l’orbe  lunaire  autour  de  ce  centre. 

Soient  (fig.  a3)  : ■ . 

Ox,  O y les  axes  principaux  d’inertie  de  la  Lune,  pas- 
sant par  son  centre  de  gravité,  et  déterminant  le  plan 
de  l’équateur; 

O z son  troisième  axe  d’inertie; 

T la  position  du  centre  de  la  Terre  à un  instant  quel- 
conque ; , 

T'  sa  projection  sur  l’équateur; 

(j.  le  nœud  descendant  de  l’équateur  sur  l’éeliptique;  • 

N,  celui  de  Forbi te  lunaire;  . • ‘ 

OZ  la  normale  à l’écliptique;  . • . 

e l’angle  supposé  très-petit  que  forme  OT'  avec  l’axe 
principal  Or  dirigé  vers  la  Terre  ; 
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0 l'angle  très-pelit  ZO z compris  sous  l’équateur  et  l'é- 
cliptique 5 

1 l’angle  constant  et  très-petit,  déterminé  par  l’orbite 
lunaire  et  l’écliptique; 

A,  B,  C les  moments  principaux  d’inertie  de  la  Lune 
par  rapport  à Ox,  Oy,  O z; 

n le  mouvement  moyen  de  1^  rotation  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre; 

Xy  y y z les  coordonnées  de  T ; 

a la  .distance  OT  que  l’on  peut  supposer  égale  à OT'; 

y la  longitude  pN,  du  nœud  ascendant  N,  de  l’orbite  lu- 
naire; 

a la  vitesse  angulaire  des  nœuds  de  l’orbite  lunaire; 

P,  (j,  r les  composantes  de  la  rotation  instantanée  de  la 
Lune,  suivant  Ox,  Oj-,  O z,  p et  q étant  très-petits  par 
rapport  à r. 

Nous  supposerons  que  p.  et  N,  ont  coïncidé  au  point  X 
de  l’écliptique  au  moment  pris*  pour  origine  dn  temps,  et 
nous  négligerons  }es  puissances  supérieures  à la  première 


de  0,  i,  e. 

On  peut,  vu  la  petitesse  de  i et  0,  considérer  TT'  comme 
se  confondant  avec  l’arc  de  grand  cerclç'perpendiculaire  à 
l’équateur,  rencontrant  l’écliptique  en  T,,  ce  qui  donne 

/ * , % * . * 

x = acosc  = a,  y = a sin»  = a.»,* 

z = TT'—  ï sinN,Ti  -t-9  sin(tT,  = i sin(<p  -t-« — y)  -+-  0 sin  (7  4- 1). 

Il  vient  donc,  en  se  reportant  aux  n°*  &6et  159,  pour  les 
moments  de  l’attraction  terrestre  par  rapport  à Ox,  O^, 
O z,  en  négligeant  devant  l’unité  lé  rapport  de  la  masse  de 
la  Lune  à celle  de  la  Terre, 

= 3/i’(C  — B)  < [/ sin  (7  -f- » — 7)  -J-  0 sin  (y  4-  «)], 

ORy  = 3/i!  (A  — C ')  [ï  sin(ç  -4-  z — 71)  -t-  0 sin ( y + »)],  ; 

.3 

3R,=:  -nJ(B‘ — A } sin  ii." 
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OILx  étant  du  second  ordre  est  négligeable;  OÏL,  peut  s’expri- 
mer d’une  autre  manière,  en  remarquant  que  ç-j-e  est  la 
latitude  de  la  Terre  comptée  à partir  du  nœud  ascendant 
de  son  orbite  apparente  et  qu’elle  est  de  la  forme 

<J>  “4”  fi  fit  “f*  CL  t — f~  C y 

c étant  une  constante  arbitraire,  ce  qui  donne 

(iJOILjZsSn^A — C)  jr  sin[(/i-t-a)  t+c — 7]-f-8sin[r(/M-a)-+-c]J. 

En  raison  de  la  petitesse  de  pq  relativement  à.  r,  et  du 
coefficient  A — B très-petit  par  rapport  à C,  dontce  produit 
est  affecté  dans  l’équation  du  mouvement  correspondant 

à O a,  on  peut  sans  erreur  sensible  réduire  cette  équation  à 

, * , , 

i o * • 

C — — OlLj  = -«’{B  — A)  sinas. 
dt  2 ' . . 

. • " < 

Si  l’on  néglige  le  carré  de  0 ou  que  l’on  suppose  cos0  = i , 
on  voit  que  r a pour  effet  de  faire  varier  Ox  dans  le  plan 
de  l’équateur.  Or  la  vitesse  relative  de  Oi  par  rapport  à 

OT*  est  — ~ dans  le  sens  direct  ; la  vitesse  de  OT'  est  la  dér 

rivée  par  rapport  au  temps  de  la  longitude  de  la  Terre  par- 
rapport  à la, Lune,  comptée  à.  partir  de  l’origine  X,  laquelle 
peut  être;  considérée  comme  fixe  en  raison  de  l’extrême 
lenteur  des  déplacements  de  l’écliptique.  Cette  longitude 
est,  en  se  reportant  au  chapitre  II,  de  la  forme 


ru  ■ 


H sin  ( at  -H  cf  ) const. 


le  signe  comprenant  une  somme  de  termes  périodiques 

dont  les  coefficients  H,  a , a'  dépendent  de  l’excentricité  de 
l’orbe  lunaire.  Il  vient  donc 

r=-S  + 5[^+2asiniot-Ha')J’  ' 


dr 

7t 


dH 

TF 


"2  Hf1  s'n(a/  + fl')» 
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et  enfin,  en  ayant  égard  à l'équation  écrite  plus  haut,  - 

(2)  ^=—3 /»’—  c ^ c — ^^H^sinfat  + a'). 

Si  l’on  fait  d’abord  abstraction  de  l’excentricité  de  l’orbe 

lunaire,  l’intégrale  de  celle  équation  est 

* * • 

. = Ksin[„V/ÜÇS.,  + K'], 

K et  K'  étant  deux  constantes  arbitraires.  Pour  que  e ne 
croisse  pas  avec  le  temps,  il  faut  que  B soit  plus  grand 
que  A,  ce  qui  est  conforme  à nos  inductions  premières  sur  . 
la  disposition  des  trois  axes  principaux  d’inertie  de  la  Lune. 

Les  observations  les  plus  précises  n’indiquant  aucune  trace 
de  ce  mouvement  oscillatoire,  la  constante  K dépendant  de 
l’état  initial  du  mouvement,  ou  était  nulle  à l’origine,  ou 
son  influence  est  depuis  longtemps  annulée  par  des  causes 
étrangères.  Si  ces  oscillations  existaient,  leur  durée  serait 


V vm=n =■  n,o“  x y/j(B=ï)’ 

> 

• * 

et  en  admettant,  çoinme  nous  le  verrons  plus  loin,  que 
B-* 

— - — = 0, 000564, 

Ci 

on  trouve  que  celte  durée  serait  de  24, 3i  mois  lunaires. 

’ Si  I’qb  pose 

t = L sin'(ar  a'), 

L étant  uné  constante,  on  fera  disparaître  le  terme  en  H du 
second  membre  de  l’équation  (2)  en  prenant 


w 


L == - 


Ha1 


f 

La  dillërence  entre  les  déplacements  angulaires  de  révolu - 
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tion  et  de  rotation  de  la  Lune  sera,  en  laissant  de  côté  les 
termes  dépendant  de  l’état  initial, 

— £4-2Hsln(fl,+  a')  =2H 7n  ' — Sin («/  + «»') 


3/i5(V)"-a’ 


De  tous  les  termes  dont  se  compose  sin  (al  al'), 

il  n’y  a de  sensibles  que  ceux  qui  dépendent  de  l’équation 
du  centre  et  de  léquation  annuelle. 

Nicollet  a trouvé,  par  la  comparaison  de  174  observa- 
tions de  la  libration  de  la  Lune  en  longitude,  que  la  libra- 
tion due  à l’équation  annuelle  a pour  valeur 


et  comme 


L=4t4àr.î. 

1 • ’ • • • 

H =666",  jf  a =«.0,0748, 
l’équation  (a)  donne 

, Bç  A = 0,000664  • • 

> , » . 

Mais  ces  observations  n’offrent  pas  une  garantie  d’exacti- 
tude suffisante  pour  que  la  valeur  numérique  ci-dessus 

présente  la  même  certitude  que  celle  de  — ; — que  nous 
. L 

donnerons  plus  loin.  < 

La  différence  entre  la  rotation  de  la  Lune  et  sa  vitesse 
angulaire  moyenne  de  révolution  est 

di 


r — n — — — +^aH  cos(at-i-a') 

+2  a ( *1  — L‘)  cos  (al 


.< 
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et  comme  elle  est  périodique,  il  en  résulte  que  Les  dèux 
mouvements  moyens  seront  éternellement  égâux.  Il  ft'est 
même  pas  nécessaire  que  ces  mouvements  aient  été  égaux 
à l'origine  : il  suffit  que  la  rotation  r de  la  Lune  ait  été 
comprise  entre 

..  , /3(B  - A)  , . /3(B  — A) 

n— k/Ji/ - zi  + RnW "ç—  -» 

limites  à la  vérité  assez  resserrées  à cause  de  la  petitesse 

de  K.  et  de  — » niais  suffisantes  pour  faire  disparaître 

l'invraisemblance  d’une  égalité  parfaite,  à l'origine,  entre 
les  deux  mouvements  moyens. 

171.  Du  mouvement  t le  V équateur  et  de  la  variation 
de  son  inclinaison.  — Les  équations  du  mouvement  de  là 
Lune  correspondant  à Ox,  O)  deviennent,  en  y supposant 
;•=//, 

C — B)nq  = o, 

B — (A — C)  np=  3 n’(  A — C)  [8  sin  <j>  H-  i siu  («  H-  b)  r + c J. 

Soient  {fi g.  23)  P et  />  les  pôles  de  l’écliptique  e.t  de 
la  Lune,  supposés  à une  distance  de  O égale  à l’unité; 
P p sera  sensiblement  rectiligne,  et  en  désignant  par  s,  s1  ses 

projections  sur  0.r,  Ojr,  les  dérivées  — seront  les  com- 
posantes correspondantes  de  la  vitesse  du  point  P dans  son 
mouvement  relatif  par  rapport  à la  Lune.  Or,  la  vitesse 
d’entrainement  de  ce  point,  considéré  comme  invariable- 
ment lié  à la  Lune,  a pour  projeclious  sur  Ox,  O y 

* • - 

— ns1  -t-  17,  ns  — y,  • 1 
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et  comme  le  déplacement  de  P ou  de  l’écliptique  dans 
l’espace  est  extrêmement  lent,  on  peut  négliger  la  vitesse 
absolue  de  ce  point  par  rapport  à r,  q,  p , 5,  s',  et  écrire 
tout  simplement 


ds  , 


dt 


—p  — ns, 


d’où  l’on  déduit 

A^+(C  — B)/iÿ  = — A — 4-h-(A  + B — C)+»V  (C— B), 

K~di  + (' A ~ C) np  ='~  [A  ~dï  ~ " le (A"l~  B “ (A“ c)j  • 

Les  équations  (3)  donnent  par  suite,  en  remarquant 
que  s = — 0 sin^,  s'  — — 0 cos<j>, 

/ 4V  rfy  / A 4-  B — C\  / , ,/C  — B\ 

I— (-  n — - ( I 4-  rds  I — 1 = 0, 

dt 1 dt  \ A ) \ A •/ 

rf’x  /A  B 

5— j 

— B- -)e=— 3n‘(*  B Cysin(|»  + .}f+c]. 

On  satisfera  à la  première  équation  en  même  temps  que 
l’on  fera  disparaître  le  second  membre  de  la  seconde,  eu 
posant  . . • 

s =±  W sin  (nt  4-  a.t  -+-  c), 

, «•  sf  — W'sin  [nt  -+-  at  -+-  c), 

W,  W'  étant  deux  constantes  qui  ont  pour  valeur  com- 
mune, en  négligeant  les  termes  du  second  ordre  en  oc, 
A — C,  A — B,  B — C,  ' . 

Sn(\  — (,)+2Aa 
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/ '/ 

3 /i  ( A — C ) /sin(/rt-t-af-t-e) 

3n  (A  — C)  -+-  2 A a 
3«  (A — C)icos(/»f-t-ar-t- c) 

3 «(A — C)  -+-  2Â> 

.V 

Si  les  conditions  initiales  du  mouvement  ont  disparu,  on 
devra  se  contenter  de  ces  formules,  d’après  lesquelles  I’iVj- 
clinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  t écliptique  0 conserve 
une  valeur  constante , donnée  par 

fl_  3«(A  — C)/_  d C — A _ 2 g 0 
3*  ( A — C)  + îAï'  A 3 n i -f-  G ’ 

et  l’on  aura 

? = «f-t— «f-t-r; 


(5) 


y = — 9 simp  = 


| s'  = — 9coSf  = 


ce  qui  signifie  que  la  vitesse  des  nœuds  de  l équateur , re- 
lativement au  rayon  vecteur  mené  au  centre  de  la  Terre, 
est  la  même  que  celle  des  nœuds  de  l’orbite  lunaire  f si 
donc  les  deux  lignes  des  nœuds  coïncident  actuellement , 
cette  coïncidence  se  perpétuera  éternellement , ce  qui  est 
conforme  à l’observation. 

D’après  les  observations  les  plus  exactes,  on  a 


0,004019,  0 = 102»' 45",  / = 5° 8' 48" ; 


par  suite,'  • 


C — A 


= o , ooo5g4,- 


Les  termes  qui  dépendent  des  conditions  initiales  du 
mouvement  s’obtiennent  en  intégrant  les  équations  (4) 
sans  second  membre,  et  l’on  trouve,  en  posant 


(A  — C)  ( Iï  — C) 


A 
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• . . l"  • ••  f ' 

et  désignant  par  P,  P7,  I,  I'  quatre  constantes  arbitraires, 
f = P sin ( /r -J—  I)  -+-  P'  sin(/'r  -f- 1'), 
s’  = P cos  ( lt  -f- 1 ) -f-  2 P' 

Pour  que  les  valeurs  n’augmentent  point  indéfiniment, 
il  faut  que  (A  — C)  (B  — C)  soit  positif,  et  c’est  effective- 
ment ce  qui  a lieu  d’après  ce  que  l’on  a vu  plus  haut. 

Pour  obtenir  les  valeurs  complètes  de  s,  s\  il  faudrait 
ajouter  entre  elles  celles  qui  sont  données  par  les  for- 
mules (5)  et  (6).  Mais  comme,  d’après  l’observation,  ç est 
sensiblement  égal  à nt- 1-  at,  il  s'ensuit  que  les  arbitraires 
P,  P sont  très-petites  ou  insensibles.  Ainsi  se  trouve  vérifié 
pour  la  Lune,  comme  nous  l’avons  fait  pour  la  Terre,  le 
principe  posé  au  n°  131,  et  qui  doit  naturellement  s’étendre 
à tous  les  corps  célestes. 

Quant  à l’action  du  Soleil  sur  la  Lune,  dont  nous  n’avons 
pas  tenu  compte,  elle  peut  être  négligée  vis-à-vis  de  celle 
de  la  Terre;  car  les  coefficients  des  moments  31b*,  OTL,, , .OÏL,, 
pour  la  Terre  et  le  Soleil,  sont  entre  eux  comme  les  carrés  ■> 

des  vitesses  angulaires  de  la  Lune  et  du  Soleil  autour  de  la  k 

Terre,  et  ce  rapport  n’est  que  '-j— • 

§ III . -T—  De  MOUVEMENT  DES  ANNEAUX  DE  SATURNE 
AUTOUR  DE  LEUR  CENTRE  DE  C.RAVITÉ. 

• * • f » ' 

172.  Nous  avons  vu,  en  traitant  de  la  figure  des  anneaux 
de  Saturne,  que  chacun  d’eux  est  un  solide  dont  le  ceutre  de 
figure  coïncide  à peu  près  avec-celui  decétte  planète,  mais 
dont  le  centre  de  gravité  doit  se  trouver  en  un  point  diffé- 
rent. Ce  centre  tournant  autour  de  la  planète  dans  le  itoôme 
temps  que  l’anneau,  ce  dernier  tourne  autour  'de  son’- 


y/ld 


cos 
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•j  * é 

centre  de  gravité  dans  le  même  temps  qu’autour  de  Sa- 
turne. . 

Nous  allons  chercher  à déterminer  la  cause  en  vertu  de 
laquelle  ces  anneaux  se  maintiennent  constamment  dans  le 
même  plan,  malgré  l’action  du  Soleil  et  des  satellites,  qui 
doivent  produire  sur  eux  des  mouvements  de  précession, 
différents  de  l’un  à l’autre,  et  ayant,  par  conséquent,  pour 
lendance  de  faire  sortir  les  anneaux  de  leur  plan. 

Nous  supposerons  d’abord  que  l’anneau  se  réduit  à une 
simple  circonférence  matérielle,  dont  le  centre  diffère  très- 
peu  du  centre  de  gravité  de  Saturne,  et  dont  le  plan  fasse 
un  petit  angle  avec  l’équateur  de  cette  planète. 

Soient  (, fig . 24)  : 

O le  centre  de  l’anneau; 

C celui  de  Saturne  ; 

CI  la  projection  de  C sur  le  plan  de  l'anneau; 

G le  centre  de  gravité  de  l’anneau; 

Gx  la  parallèle  menée  en  ce  point  à la  trace  de  l’équateur 
de  Saturne  sur  le  plan  de  l’anneau; 

G y la  perpendiculaire  à cette  droite  dans  le  plan  de  l’an- 
neau, laquelle  est  parallèle  à OC'; 

Cs'  l’axe  de  rotation  de  Saturne; 

Ci z la  perpendiculaire  en  G au  plan  de  l’anneau: 

0 l’angle  très-petit  formé  par  Gz  et  Cz'  ou  par  les  plans 
de  l’anneau  et  de  l’équateur  de  Saturne; 

a,  b,  c les  coordonnées  de  C parallèles  à Gz,  Gy,  Gz; 

x la  distance  OC'; 

m la  masse  d’une  molécule  de  l’anneau  ; 

v sa  distance  au  point  C;  » 

u le  cosinus  de  1 angle  qu’elle  forme  avec  C a'; 

Il  le  rayon  de  l’anneau,  le  raytfn  moyen  de  Saturne  étant 
pris  pour  unité.  * 
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Nous  prendrons  également  la  masse  de  Saturne  pour 
unité,  et  nous  négligerons  les  termes  du  second  ordre  en  © , 
c et  a.. 

. Si,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer,  on  admet  l’état 
de  fluidité  primitif  pour  Saturne,  et  pour  forme  celle  de 
l’équilibre  correspondant,  et  si  l’on  a égard  à la  rotation 
dont  il  est  animé,  l’attraction  qu’il  exerce  sur  le  point  m 
dépendra  de  la  fonction 


E étant  l’aplatissement  et  cp'  le  rapport  de  la  force  centrifuge 
à la  pesanteur  à l’équateur  (105).  Quand  même  on  rejet- 
terait cette  hypothèse,  on  pourrait  toujours,  pour  une  va- 
leur un  peu  grande  de  t-,  admettre  cette  formule  ; car  le  coef- 
ficient de  ^ dans  l’expression  précédente  et  dans  le  déve- 
loppement général  du  potentiel  du  sphéroïde  ne  différera 
que  d’un  terme  dépendant  de  cos2gt  (n0>  72  et  suiv.),  le- 
quel n’aura  aticune  influence  sensible  sur  le  déplacement  de 
l’anneau,  puisqu’il  ne  donnerait  lieu,  dans  l’attraction  sur 
ce  dernier,  qu’à  des  termes  dépendant  de  la  rotation  très- 
rapide  de  la  planète  sur  elle-même,  que  l’intégration  ren- 
drait très-petits,  et  que,  d’ailleurs,  l’observation  n’accuse 
aucun  déplacement  de  cette  nature. 

Le  cosinus  p de  l’angle  z'Cm,  qui  serait  nul  avec  © et  c, 
étant  du  même  ordre  de  grandeur  que  ces  mêmes  quantités, 
il  est  permis  d’en  négliger  le  carré  et  de  supposer  i=  R 
dans  les  coefficients  qui  affectent  sa  première  puissance. 
La  composante  de  l’attraction  de  la  planète  sur  m estimée 

Suivant  Cm  se  réduit  ainsi  à 

>■ 

• „ rfy  __  i 

. tir  3 

et  a elle- même  pour  coih posantes,  eir  continuant  l’approxi- 


(*-  b')  (*’-s) 
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mation  admise, 


E — — 
2 


suivant  C'my, 


E — — 


I 

R» 


9.  | C 

R' 


suivant  G a. 


La  composante  de  l’attraction  suivant  la  méridienne 


donnera,  en  la  changeant  de  signe,  une  composante  égale 
suivant  Cz'  ou  GZ,  et  une  composante  du  second  ordre  ou 
négligeable,  dans  le  plan  de  l’anneau.  Il  résulte  de  là  que 
les  composantes  de  l’attraction  exercée  par  Saturne  sur  m, 
suivant  Gx,  Gy,  G z,  ont  pour  composantes 


Il  est  même  inutile  d’ayoir  égard  au  second  terme  de  Z, 
qui  donnerait  pour  toutes  les  molécules  de  l'anneau  une 
résultante,  passant  par  son  ceulrc  de  gravité  et  qui  n’in- 
fluerait ainsi  en  aucune  façon  sur  le  mouvement  de  rota- 
tion de  l’anneau.  La  projection  de  v sur  O a7  étant  égale  à 
(n  ou  à — t — •.  (jr — b)Q,  iLvieht 


c 4-Lr — à)  6 

— ;* — r; — r — - 


* 
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et,  en  continuant  à négliger  dans  Z les  termes  constants, 


O11  a,  par  suite,  pour  les  moments,  par,  rapport  à Ox  et 
O7,  de  l’attraction  de  Saturne  sur  l’anneau, 


S.  ayant  la  signification  ordinaire  de  somme. 

Cela  posé,  soient  i 

x y'  les  coordonnées  de  m parallèles  aux  axes  priuei- 
. paux  Gx',  Gy'  de  l’anneau  passant  par  son  centre  de 
gravité  ; 

A,  B les  moments  d’inertie  correspondants; 
çp  l’angle  formé  par  Gx , Gx'. 

On  a 

A = S*,  my”,  B = S . mx'*r 
x^=  x'  costp  — y'  sin<p,  y — x'  sin  ^ -f-  y'  cos  y, 

S .my7^  A sinJç  -+-  B cos2®, 

S . mxy  = ( A — B ) sin  y cos  y , 

" ! 

et  enfin,  en  remarquant  que  les  moments  de  l'attraction 
de  Saturne  par  rapport  à Gx1,  G y'  ont  pour  expressious  ‘ 

3ILy  = cosy  -t-  sin ç , = .W.y  cos  ® — DIL,  sin  f , 

on  trouve  • • ■ • . • • 
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173.  Il  nous  reste  maintenant  à calculer  le  moment  3IL, 
autour  de  G z ou 

01l;  = S.(Xj — Y.r); 

or  celte  expression,  do  même  que  celles  de  X,  Y,  étant,  in- 
dépendante de  l'orientation  des  axes  Ox,  O y,  supposons 
momentanément  que  ces  axes  coïncident  avec  Ox\  Ojr\  ce 
qui  revient  à supposer 

S . mxy  = o , 8 . my-  = A . S . mx7  = B ; 

on  a de  plus 

S . mx  — o , S . my  — o, 

et  comme  le  triangle  C'Om  donne 

/2rr a ( y — «VI 

i — sj [\J  -t-  u.1  7.  a (J'  — fl j — R i -h  — — “ — : — • I T 


il  vient 


K — — 


.7IL,  = — S. 


(/iy  + (,z) 


— *■  [è-i(-ï)];  ' 

Mais  il  est  inutile  d'avoir  égard  à cc  moment;  car,  puis- 
qu'il dépend  de  a ou  qu’il  est  périodique,  comme  le  mouve- 
ment relatif  de  Saturne  de  G,  il  ne  peut  affecter  la  moyenne 
valeur  de  la  rotation  r. 

174.  Considérons  maintenant  les  valeurs  de  JlVy, 
relatives  à un  astre  quelconque  L fort  éloigné  de  l’an- 
neau et  supposé  rapporté  aux  axes  principaux  de  l’an- 
neau. On  a,  d’après  len°58,  en  remarquant  que  C=  A-+-B, 
».  représentant  la  distance  moyenne  de  f.  et  de  Cry 

niL,  = ^(B  — A)yx\,  • 

* l V . . ‘ 

;)iiy  = -^B.rV 

-'  IL  ,* 

JK-y  — A y Z. 


y 

«J  - * 
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Datas  le  calcul  de  xJ , y',  z,  nous  pourrons  sans  tireur 
sensible  supposer  que  G représente  le  centre  de  gravité  de 
Saturne.  - ... 

Soient  [fig.  25)  i ' 

* * \ *, 

Gx  l’intersection  de  l’anneau  et  de  l’équateur  de  Saturne;  * 

(il  l’intersection  de  cet  équateur  avec  l’orbite  de  L con- 
sidérée  comme  fhie  ; 1 * 

t p l’angle  formé  par  GI  avec  Gx  ; 

& l’anglé  compris  sous  les  plans  de  l’orbile  et  del’équa-  ' 
teur  ; 

1 v l’angle  que  forme  GL  avec  GI,  ’ - ' . 

et  conservons  les  autres  notations  adoptées  plus  haut. 

Le  triangle  sphérique  Lxl  donne 

x » cos  L x — t ( cos  e cosij/  — sin  e sin  cos  9’ ). 

La  projection  de  v sur  la  perpendiculaire  à Gx  dans  le  plan 
de  l’équateur  s’obtient  eU  changeant  tp  en  — (90° — <j/)  dans 
l’expression  précédente  qui  devient 

v (cose  sinij; -H  sine  cosip  cos9').  y 

Enfin  H étant  le  pied  de  l’arc  de  grand  cercle  abaissé  per- 
pendiculairement de  L sur  l’équateur,  on  a pour  la  distance 
de  L à ce  plan 

1,  sin  LH  = 1 sine  sin  9'. 

On  tire  de  là,  en  négligeant  le  carré  de  6, 

y = v(cose  sinij/  -+-,»in  e cosi|»  cos 9')  — 't  sine  sin  9'.  9, 
z — t (cose  sini|/  -4-  sine  cosxj/  cos.9'’)  -+•  vsine  sin 9'. 

D’autre  part,  ou  a 

x'~=xcosf — .rsintp,  ' • . 

y'  = x sin  ç y ços<p , 

iluù  l’on  déduit,  en  supprimant  les  termes  en  sinus  et  co- 

*4  ..  . 


ï- 
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sinus  de  21 p et  des  multiples  de  c'cjui  devienni^nt  insen- 
sibles par  les  intégrations, 


l9H.=o, 


.m, 


3LB  r.  , . , 

1 sine  cosG  sin ( cp  — 1|/) 


3LB  r . 

r = — SI 

2,1  1 | 

-f-(cos’G'  — ~ sin-G'  j e siny  — - sin-0' sin  (y  — 2i|/)J» 


= 


On  a clone 


sinO'  cosO'  ros(y  — ij») 


-+-  | ros:0'  — - sin:6'  J 0 ensy  — - sin-G'  cos  (y  — 2 J/)  J ■ 
r/r  (B  — A) 


<lt 


P'I  = o, 


cl  comme  p et  q sont  supposés  très-petits  et  que  leur  pro- 
duit est  négligeable,  la  composante  r de  la  rotation  de  l’an- 
neau 11e  subit  pas  de  variations  appréciables. 

Quant  aux  autres  écjuations  du  mouvement,  nous  les 
obtiendrons  en  égalant  respectivement  aux  sommes  des  va- 
leurs (1)  et  (2)  de  01^,,  la  première  et  la  seconde  des 

expressions  (a)  du  n°  171,  où  l’on  a posé 

s = — G cos  <f,  s'  = — G sin  y ; 
et  en  remarquant  que  C = A -f-  B et  posant 


X» 


’2(E  2)  3L  / , 1 . ,\ 

= r-  H 1 ( cqs’G'  — - sm’G  J j 


on  trouve 


rfV 

~3F 


-+-XV  = |~sin6'  cos  G’  cos(ip  — \ji)  — ~ sin’G'  cds{f'—  2 4’)!  » 

d2s  3L  r , . , G q 

— + \2  s — — sinO'  cos  G'  sin  (<p  — -i)  — -sinJ0'  cos(<j> — 2ij/)  I, 
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et,  en  négligeant  dans  les  seconds  membres  les  termes  en  0, 


(3). 


I — t~~  4-  Va'  = — ^ sin0'  cos0'  cos(®  — J/  ),  ‘ 

1 dt2  2i‘ 


J d^s  < 3 L . , , . . 

' ( -^7  + = s,nfl  CosÔ  sm  (y  — r- 41  ) 1 

’ Or,  en  négligeant  le  carré  de  0,  on  a dy  — dtp  — rt,  d’où 
<p  — ij»  = rt  4-  eonst.; 

il  suit  de  là  que  les  équations  précédentes  ont  pour  inté- 
grales 

».  • /»  3L  sin0'cos0'  , ... 

A = Msin(X<4-N)  + ^-a-  y_r,  cos  ( y ^ ) , 

’ , „ , , 3L  sin  0'  cos  S'  . 

• ^ =M.cos(>f-m  )-h  — . eos(iy  — ^>),  . 

M,  M',  N,  K'  étant  des  constantes  arbitraires. 

Pour  que  0=  ysi-l-s11  reste  constamment  très-petit,  il 

r • , . . „ 3 L sin  0'  cos  0'  . . , , , , 

faut  (jue  M,  JV1 , — soient  peu  considérables;  or 

cette  dernière  quantité  ne  serait  pas  très-petite  si  Saturne 
étai  t parfaitement  sphérique,  car  elle  deviendrait 

sin  0'  cos  0' 


cos’  0' 


sin1  0 : 


et  serait  par  conséquent  très-sensible. 

Si  la  planète  est  aplatie  par  suite  de  son  mouvement  de 
rotation,  cette  quantité  a pour  valeur 


(P) 


3 L 

sin0'  cosO' 

2 V3 


; - ?(*-!•) 


rs 


— (cos'O' — -sin50' 
2v3  \ 2 


Supposons- que  L'SoiÉ  le -Soleil;  soient  t,  la.  distance  du 
cen.tre  de  Saturne  à son  dernier  satellite,  et  T,  '£*  les  du- 
rées respectives  de  leurs  révôlutious  sidérales  ;.  oira,  la 
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masse  de  Saturne  étant  toujours  prise  pour  unité, 


Les  observations  donnent,  en  prenant  le  demi-diamètre 
de  Saturne  pour  unité, 

‘ t ' T = 10759^,08, 

T,  = 79/»3a96>  ; 

* , -•  VJ  = 59,154, 

— 29°>7-  •. 

On  s’éloigne  peu  de  la  vérité  en  prenant  R = 2,  et  Tort 
trouve  pour  la  valeur  de  l’expression  ((5) 

o", 00055955 
E ?'  ( 39824’  • 

2 lu11  ' ; • • 

• Popr  que  cette  quantité  soit  très-petite,  il  faut  que 

E — ait  une  valeur  sensible,  et  alors  l’anneau,  et,  par 

suite,  les  divers  anneaux  de  Saturne  seront  maintenus  dans 
un  même  plan  sous  l’action  de  la  planète.  Telle  est  la  cause 
de  ce  phénomène,  qui  a conduit  Laplace  au  mouvement  de 
rotation  de  Saturne  avant  que  l’observation  de  ses  taches 
l’ait  fait  découvrir. 

Il  est  visible  que  la  coïncidence  des  anneaux  dans  un 
même  plan  ne  sera  pas  modifiée  par  le  cinquième  satellite 
de  Saturne,  qui  donne  un  terme  analogue  à celui  du  Soleil, 
ni  parleurs  actions  mutuelles,  ni  par  celle  des  autres  satel- 
lites de  Saturne  qui  se  meuvent  à très-peu,  près  dans  leur 
plan. 

Nous  empruntons  à la  Mécàniqjie  céleste  les  considéra- 
tions suivantes,  qui  termineront  ce  chapitre  : 

« Un  anneau  pouvant  être  considéré  comme  une  réunion 
de  satellites,  on  conçoit  que  üaetion  de  Saturne  qui  main- 
tient ses  divers  anneaux  dans  le  plan  de  son  équateur  doit 
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par  la  même  raisou  maintenir  dans  le  même  plan  les  orbites 
de  ses  satellites  situés  primitivement  dans  ce  plan.  Réci- 
proquement, si  les  divers  satellites  d’une  planète  se  meuvent 
dans  un  même  plan  fort  incliné  sur  celui  de  son  orbite,  on 
peut  en  conclure  qu’ils  y sont  maintenus  par  l’action  de  son 
équateur  et  qu’ainsi  cette  planète  a un  mouvement  de  rota- 
tion à peu  près  perpendiculaire  au  plan  des  orbites  de  ces 
satellites.  On  peut  donc  affirmer  que  la  planète  Urapus, 
dont  les  satellites  se  meuvent  dans  un  plan  presque  perpen- 
diculaire à l’écliptique,  tourne  elle- même  autour  d’un  axe 
très-peu  incliné  sur  l’écliptique. 

» ‘Les  termes  de  l’expression  de  0 qui  dépendent  de  l’acr 
tion  du  Soleil  et  du  dernier  satellite  de  Saturne  étant  insen- 
sibles, et  les  dimensions  de  l’anneau  n’entrant  point  dans 
les  autres  termes,-  il  est  clair  que  si  plusieurs  anneaux  con- 
centriques sont  attachés  ensemble  et  se  meuvent  à peu  près 
dans  le  plan  de  l’équateur  de  Saturne,  l’action  du  Soleil  et 
du  dernier  satellite  ne  les  eu  écartera  pas  sensiblement. 
Ainsi  le  résultat  obtenu  pour  un  anneau,  en  faisant  abstrac- 
tion de  sa  largeur,  a également,  lieu  pour  un  anneau  d’une 
largeur  quelconque.  La  seule  partie  de  0 qui  puisse  être 
sensible,  dépendant  de  constantes  arbitraires  et  étant  indé- 
pendante de  la  position  de  l’équateur  de  Saturne  relative- 
ment à son  orbite  et  à celle  de  sôn  dernier  satellite,  il  eu 
résulte  que  cet  équateur,  dans  le  mouvement  très-lent 
que  l’action  du  Soleil' et  de  ce  satellite  lui  imprime,  em- 
porte avec  lui  les  plans  de  ces  anneaux  et  des  orbites  des 
satellites  situés  primitivement  dans  ce  plan.  C’est  ainsi  que 
nous  avons  vu  que  le  plan  de  l’écliptique  dans  son  mouve- 
ment séculaire  entraîne  les  plans  de  l’équateur  et  de  l’or- 
bite lunairp,  de  manière  à rendre  constante  l’inclinaison 
mutuelle  de  ces  trois  plans  et  la  coïncidence  de  leurs  inter- 
sccliohs.  » * 

< * r 
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CHAPITRE  IX. 

I)E  LA  C1IALEIK  TERRESTRE. 


173.  Rappel  des  principes  fondamentale-  de  la  tHéi 

MATHÉMATIQUE  DE  LA  CHALEUR.  Soient  t ' 

<7ct,  (1rs'  les  volumes  de  deux  éléments  matériels  m 
- . • 

' d’un  corps  homogène,  en  deux  points  où  les  temp' 

turcs  sont  respectivement  Vj  et  V,,  la  première  é 

supposée  inférieure  à la  seconde  ; 

r la  distance  de  ces  deux  éléments  5 
..  F (r)  une  fonction  de  la  distance  dépendant  de  la  na 
du  corps,  qui  décroît  rapidement  quand  r augnae 
cl  qui  devient  insensible  ou  nulle  lorsque  r attein 
dépasse  une  certaine  limite  r,  très-petite  et  du  m 
ordre  de  grandeur  que  les  intervalles  intermol 
laires. 

Une  induction  théorique  tirée  des  résultats  de  l’e: 
rience  conduit  à représenter  par 

FV)(V'.— ’ 


la  quantité  de  chaleur  envoyée  de  m'  à ni  dans  le  temps 
l’excès  de  température  V',  — V,  étant  naturellement  t 
petit  comme  la  limite  /y,  en  vertu  de  la  continuité  que 
sentent  les  phénomènes  naturels. 

Soient  Or,  Oy,  Os  trois  axes  rectangulaires,  d w un 
ment  superficiel  d’un  plan  P parallèle  à z Oy,  et  ptv 
sons-nous  de  calculer  Ja  quantité  de  chaleur  e qui  trav 
cet  élément  dans  le  temps  dt\  il  nous  suffira,' pour  ari 
à ce  résultat,  de  faire  la  somme  des  quantités  de  cha 
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envoyées  par  les  particules  ni  du  corps  inférieures  à P,  aux 
molécules  m supérieures  au  même  plan,  et  situées  sur  les 
différents  rayons  partant  de  ni  qui  rencontrent  du>  dans 
l’intérieur  de  son  périmètre. 

Soient  : ' •. 

x,  y,  z les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G de  dw  $ 

V la  teifapérâture  en  ce  point  ; 
x -+-  /,  y -+-  //,  z + A les  coordonnées  de  m 5 • 
r + f,  y + h\  z -4-  k'  celles  de  ni.  - 

Les  quantités  l,  l \ h,  fi , A,  fi  étant  très-petites  d’après  le 
principe  élémentaire  établi  plus  haut,  on  peut  en  négliger 
les  secondes  puissances  et  les  produits  entre  elles,  et  poser 


. „ dV  , dV.  dV  ■ 

Y.  — V -f — — l H — — h -H  —7-  A, 
dx  djr  dz 


et  l’on  a,  par  suite,  pour  la  quantité  de  chaleur  cherchée,  1 

£ = dt  JW'—  0 F (O 

:J h'—/,)F{r)dvdn’+'-^:  j * (A1  — A)  F [r)  rf  ci  o' J • 


dV 

dx, 


Les  valeurs  des  intégrales  qui  entrent  dans  celte  expres- 
sion, sont  indépendantes  de  la  forqie  et  des  dimensions  du 
cqrps,  puisque  les  éléments  qui  composent  chacune  d’elles 
deviennent  insensibles  ou  nuis,  pour  des  valeurs  de  r que 
l’on  doit  considérer  comme  infiniment  petites  par  rapport 
à ces  dimensions. 

D’après  l’hypothèse  de  l’homogénéjté  du  corps,  ou  du 
groupement" symétrique  de  ses  particules,  supposées  toutes 
de  même  volume,  par  rapport  à la  parallèle  à O z menée 
par  le  point  G,  il  correspond  à chaque  valeur  de  /■  deux  sys-  (■ 
tomes  de  //,  fi,  A,  fi  identiques,  mais  aVcc  des  signes  con- 
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Iraires,  el  les  deux  dernières  intégrales  de  e s'annulent  par 
suite.  Il  vient  donc  tout  simplement. 


«•/v  r 

i ; = 'it—  F (r)  {/'—/)  da  (la’. 


Déterminons  d’abord  la  portion  e' de  l’intégrale  relative 
à celles  des  molécules  ni  et  m pour  lesquelles  la  distancé  r 
teste  constante  en  grandeur  et  en  direction.  Les  molécules  rri 
forment  un  cylindre  oblique  parallèle  à r,  ayant  pour  base 
ittù,  et  l’on  peut  prendre  ' * • 

,/rc' = ■’  . 

de  plus,  on  a 

I — /'= /cos  (r,  s). 


el  comme  la  limite  de  V est  r cos  ( r , z),  il  vieil l 


t/X 


i1  ==.  — dt  ——  F (r)  r5  cos  ( r , z)t/n  dot. 
dx 


O11- déduit  facilement  de  là 

1= — t/t  — <lot  I F (/) /•3cosî(r,  ‘ 


l’intégrale  s’étendant  à toutes  les  molécules  ni  supérieures 
à do>,  et  à toutes  les  valeurs  de  r pour  lesquelles  "F  (r)  ne 
devient  pas  insensible.  Mais  alors  elle  a la  même  valeur 
pour  tous  les  points  du  corps;  elle  est  de  plus  positive 
comme  tous  scs  éléments,  ce  qui  devait  être,  puisque  le 
mouvement  de  la  chaleur  a lieu  de  la  plus  chaude  à la  pkis 
froide  des  deux  parties  du  corps  séparées  par  do>.  Nous 
sommes  ainsi  conduit  à poser 


d\  . . 

s = — a — tiM  tu, 
t/.c 


x étant  une  constante  positive  dont  la  valeur  dépend  de,la 
' nature  du  corps  que  l’on  considère. 

I.e  flux  de  chaleur  en  un  point  d’un  corps,  estimé  sui- 
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vant  une  direction  Q.r,  est  la  quantité  de  chaleur  — a ^ 

rapportée  à l’ùnilé  de  temps  et  à l’unitéde  surface  qui  tra- 
verse un  élément  plan  passant  par  ce  point  et  perpendicu- 
laire à Ox. 

Considérons  un  parallélépipède  élémentaire  ayant  l’un 

de  ses  sommets  au  point  g , et  pour  arêtes  correspondantes 

dx,  dy,  dz.  La  quantité  de  chaleur  qui,  dans  le  temps  dt, 

entre  dans  cet  élément  de  volume  par  la  face  djdz.  = d'j), 

est  • 

...  (ty 
— adydz  • — — - , 

" - ' dx  • • • 

et  celle  qui  en  sort  par  la  face,  opposée, 

• , ^ /rfV  rf*V.  , \ • •_ 

J ' \dx  dx *■  ) . . 

d’où,  pour  la  différence,  • 

(/3V 

x —, — t Lcdydzdt . 

dx- 

En  appliquait  le  même  raisonnement  aux  deux  autres  sys- 
tèmes de  faces  du  parallélépipède,  on  trouve  qu’il  a absorbé 
la  quantité  de  chaleur 

/•  di  V d>V  rf’V\ 


t Ix1 


dy* 


dz 1 ) 


dxdydzdt, 


qui  a servi  à échauffer  de  dX  le  volume  dxdydz  ou  à pro- 
duire un  effet  calorifique  mesuré  par  (idxrtydz  .dX,  (3  étant 
une  constante  spécifique  du  corps,  du  moins  pour  des  va- 
riations de  température  qui^nc  dépassent  pas  certaines 
limites,  ce  que  nous  supposerons  dans  ce  qui  suit.  11  vient 
donc,  èn  égalant  ces  deux  valeurs,  et  désignant  par  h le 


P 


rapport ^ > 


w 


rf’V  d-\  d'X  rfV' 

dx‘  dy-  * dz*  . dt 
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Telle  est  l’équation  fondamentale  de  la  théorie  ma 

tique  de  la  chaleur. 

Si  le  corps  peut  arriver  à un  état  d’équilibre  de  l 
d\ 

rature j — devenant  alors  nul,  on  retombe  sur  l’éq 
dt  x 

aux  différentielles  partielles  à laquelle  nous  avons  é' 

duit  dans  l’étude  de  l’attraction  des  corps. 

En  se  reportant  au  n°  72,  dont  nous  conserver 

notations,  on  voit  de  suite  que  l’on  a pour  la  trans: 

de  cette  équation  en  coordonnées  polaires 


176.  Condition  relative  à la  surface  dans- le  cas 
sphère.  — Le  flux  de  chaleur  qui  s’échappe  de  l’élénn 
de  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  at,  que  nous  c< 
rcrons  exclusivement  dorénavant,  est  très-sertsjbl 
proportionnel  à l’excès  de  sa  température  sur  celle 
milieu  ambiant,  lorsque  cet  excès- ne  dépasse  pas  ui 
taine  limite,  comme  nous  le  supposerons  dans  ce  qt 
Nous  aurons  donc,  en  désignant  par  h une  constant 
la  valeur  dépend  de  la  nature  du  corps  et  de  celle  du  r: 

d\ 

(2)  —z=h[\—\'\  pour  a = a,,- 

da  • f ' 

condition  qui,  jointe  à l’équation  (1),  permettra  de 
miner  la  fonction  V. 

• Les  formules  (1)  et  (2)  étant  linéaires,  V se  comp 
deux  parties,  l’une  dépendante  de  V ou  des  causes  é 
fantes  à l’extérieur,  P autre  oui'  en  est  indépendante 
résulte  uniquement  de  la  manière  dont  la  chaleur  a é 
mitivement  distribuée  dans  la  sphère.  Pour  déter 
cette  dernière,  il  suffira  de  remplacer  la  condition  ( 
la  suivante  ' . * . 
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qui  correspond  à l’hypothèse  d’une  température  extérieure 
uniformément  nulle  ou  constante,  V représentant,  dans  cc 
dernier  cas,  l'excès  de  la  température  variable  sur  la  con- 
stante. . • 

1 , .*  , ’ * i t 

177.  Intégration  de l'équation  du  mouvement  de  la  cha- 
leur dans  une  sphère  homogène , primitivement  échauffée 
d’une  manière  quelconque,  en  prenant  pour  zéro  la  tem- 
pérature extérieure.  — On  peut  supposer  que  r est  exprimé 

par  une  suite  de  termes  de  la  forme  E — “ ( U»  — > E étant  la 

base  du  système  de  logarithmes  népériens,  a.  une  con- 
stante, TJ„  une  fonction  sphérique  de  rj  et  p,  indépendante 
de  r,  satisfaisant  à l’équation  (5)  du  n°  73,  et  Ra  une 
fonction  de  r seul.  En  substituant  le  terme  précédent  dans 
l’équation  (2),  et  posant  x—  a \a A , on  obtient 


(3) 


d*Kv  ■ v (v  — (—  i). 

^.  + R,--LZJ.Ra  = p. 

a. v1  jr 


Admettons  que.  Rv  soit  de  la  forme  • ‘ » 

* ‘ * » 

{b) 

i étant  un  nombre  entier  qui  peut  varier  depuis  zéro  jus- 
qu’à l’infini,  et  A,  un  coefficient  indépendant  de  x.  Si  l’on 
substitue  cette  valeur  dans  l’équation  (3)  et  que  l’on  com- 
pare les  puissances  semblables  de  x , on  trouve 

(i  -1-  1)  (2v  — i)  A1Hl,  -f-  1 y/ — I (v  — l)  A,-  = O; 


formule  d’où  résulte  qup  : i°  A„  reste  indéterminé;  20  la 
valeur  d’un  coefficient  quelconque  est 

, W—  i)‘v(v— t)(*—  a.)  — (v  — H-i)A„. 

( c ) A 1 - . "*  ' . • 

' ’ |.2.3..,.I.2V,2V  — 1.2V 2 . . . 2 V I -f-  I 


3°  pour  t=ÎV-+-.i,  A,-  est  nul,  et  la  valeur  ci-dessus  de  Rv 
sera  composée  d’un  nombre  fini  de  termes  égal  à ' 
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En  remplaçant  V — i par  — y/  — i dans  la  formi 
ou  (c),  on  aura  une  seconde  valeur  de  R,  renferma 
lement  une  constante  arbitraire  A't , dont  la  somm 
la  précédente,  satisfaisant  encore  à l’équation  (3),  < 
par  suite  l’intégrale  complète,  et  l’on  aura  ainsi 


R,=  K/  ^ A,  Fx~>  + b,2  ÆT  ) - ,r-v+.  + >r^-[ 

L 2 V X .2. 2y. 2 V — I 

/■  , (— 2v'— .l)V( V — i)(v  — a) 


+ E 


tryj  -\- 


I .2.3.2  V * 2 V 1 1 . 2 V — 2 

(ay— »)«  >-4-i  • (?V  — i)Mv—  i; 


2 V 


I .2.2V.2V  — 1 


(îy^- — I )s v (v  — r I ) (v — 2 ) 


1 .2.3.2 v.2v  — ! . 2 V — 2 


• Si  l’on  fait  maintenant  disparaitre  les  imaginaires 
de  leurs  valeurs  en  sin  et  cos,  que  l’on  pose 


21 . v ( v — 1 1 .r1 


I -2.2v.2v  — 1 


2 ’ . v v 


— i)  (v  — 2 ) (v 3 ) JT1 


1 .2.3.4  . 2v.2v I . 2 v — ,2.2V  — 3 

2 V .r  . 2s.v(v  — l )(v  — 2)  -Z3 
2 V I.2.3.2V.2V  — I.2V — 2 


Ht 


2*v(v  — i)(v. — 2,  (v  — 3)(v  — 4)-r‘  ? 


I .2.3-4-5.2V.2V I .2V  1 ‘2.2V  3.2V 4 


l’intégrale  ci-dessus  prend  la  forme 

Rv  = Bvx_v  (XvSinx, — X»  cosx) 


-+-  B.x-^X,  cosx  X„  sinx), 


en  désignant  par  B„,  B„  deux  constantes. arbitraires 
tuées  à A„,  A'0  dont  elles  dépendent. 

R 


Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  fonction  ~ doit  co 
une  valeur  finie  au  centre  de  la  sphère  ou  pour  x — 1 


iïJL 


A 
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I ^ 

comme  elle  se  réduit  à B,  jr~fv+‘>  piour  une  valeur  infini- 
ment petite  de  X}  en  négligeant  les  puissances  de  cette  va- 
riable d’un  ordre  supérieur  à — (v  -f- 1),  on  voit  que  pour 
qu’elle  reste  finie  il  faut  que  l’on  ait  B„  = o.  Nous  devrons 
donc  prendre  tout  simplement  • • 

(4)  ' Ry  = ByX- '' (Xv  sinx  — Xy  cosx^. 


Substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (2')  et  désignant 
par  Xi  cè  que  devient  x à la  surface,  ce  qui  revient  à poser 

. a-,  = a,  yak. 


on  trouve 


(5). 


| sinx,.  ^ 


• x,  (/i,.rr« 
//Xvx,-«  H , 

17,  OX, 


X|É?.XyX|~!’  X,  ■ / \l 
COSX.l  //Xy.X;-"  H XyX,->  Il 

\ a,  dx,  a,  // 


> = o. 


Cette  équation  est  transcendante  et  donne  pour  xt  et 
par  suite  pour  « une  infinité  de  valeurs  auxquelles  corres- 
pondent autant  de  fonctions  U»  qui1  se  détermineront  1 
d’après  l’état  initial  de  la  chaleur  de  la  sphère,  comme 
nous  allons  le  faire  voir. 

178..  Détermination  des  fonctions  U,  par  l’état  initial 
de  la  chaleur,  — Nous  Supposerons  la  valeur  initiale  de  la 
température  développée  en  fonctions  sphériques  Wa  de  et 
et  p,  dont  les  coefficients  seront  eux-mêmes  des  fonctions 
connues  de  a. 

Soient  R!"1,  R!,’  , ... , les  valeurs  de  Rv  correspondant 
aux  différentes  racines  de  l’équation  (5).  En  identifiant  à 
Wy  le  terme  en  Uv  dc*V  après  y avoir  supposé  f = o,  on 
obtient 

. ; . (B'oia';!+B(;!R!;'+.. .)  x-~=  w„ 

d!où  résulte  un  système  d’équations  de  la  forme 
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. ; ^ 

? («)  étant  un  coefficient  de  W,,  et  F„, . . . , lescon 
arbitraires  qui  se  trouvent  dans  le  premier  memi 
l’équation  ci-dessus,  en  supposant  le  produit  elfcc 

: . i__  i ii 


qui  sont  les  inconnues  de  la  question. 
Maintenant  on  a 


I R^R^r/rt^O. 

«/n 


En  effet,  R,'  et  R^  étant  nuis  pour  x = o,  oh  a 

iW 


(*) 


, , //‘R*1'  rfJR|0)\  / j »(*) 

/ (R0)^'_RWl^^a_(„Cn)rfRv  (. 

Jo  V ’ da*  ) “-V*-  -ÂT-K, 


rv» 

* ï 


Le  premier  membre  de  celte  équation  devient,  én 
plaçant  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs  déclu 
l’équation  (3), 


:Â,r 


(«')  *(«<•)■- «K1'1)  f^R^R^d»,  ‘ 

r ' J0 


3t(°),  «(*)  étant  les  valeurs  de  « correspondant  aux 
de  l’équation  (5)  .qui  déterminent  R*°),*R[,,). 

D’autre  part,  de  l’équation  à la  surface  (a'),  d 


R 


W Vi 


quelle  on  substitue  — à la  place  de  V,  on  déduit 


■"tes Y . 


»M 


d’où  résulte  que  le  second  membre  de  l’équation 
nul,  et  que  par  suite  il  en  est  de  même  du  preinii 
, puisque  <sé°  est  di fieront  de  ot^1^  ce  qui  démontre  le  th< 
énoncé. 

En  multipliant  donc  la  relation  (H)  par  R a'  da . e 
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graht  de  o jusqu’à  on  trouve 


385 


pW- 


J R^V/a 


et  l’on  obtiendra  les  autres  coefficients,  en  remplaçant  suc- 
cessivement l’indice  o par  i,  2,  3, ... . / v • 

On  déduit  de  ce  qui  précède  le  théorème  suivant 
Si  l’on  pose 

*=»  ' .«  | ■R(;)«warf«  • , * 

*=*.'  • . f • 

• . ' a/  O * x, 

• * 1 | * • » 

«W,  n’étant  pas  nul,  l’expression  de  La  tempéra itire  V après 
un  temps  quelconque  sera  . • - • 


Q, 


£Qv 


. >■ 


Dans  le  cas  où  l’état  initial  de  la  chaleur  ne  dépend  que 
de  a,  W,  étant  nul  pour  Vy  1 , +’  se  réduit  à Q0. 

+79.  Température  finale  île  la  sphère.  — L’une  des 
•racines  de  l’équation  (5)  est  nulle,  et  correspond  à l’état 
d’équilibre  de  température  de  la  sphère.  Dans  ce  cas  l’équa- 
tion (3)  dévient,  après  V avoir  remplacé  .r  par  sa  valeur 
en  a,  . 

. ■ . -*  ^ — vJï±l)  nv^o.  • 

tin7  11 2 

• » * r • „*  » 

On  trouve  facilement,  en  posant  TL,  = ua\  pour  l’inté- 
grale complète  de  celte  éqjuation, 

• X =■(  & + c' U -.<■ 

C C étant  deux  constantes  arbitraires  ; mais  comme  celte 

” • *>.  ■ ' ’ ' e • 

. p.  5 
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1 • J * ' _ ^ 

fonction  doit  conserver  au  centre  une  valeur  fiuie,  i 
' • ■ ■ . • 

que  C = o,  et  nous  devrons  prendre  tout  siuipleme 


.(6) 


R,sa«,+I. 


La  comlition  (a')  donne  C„  = o,  de  sorte  que  l’état  i 
de  la  chaleur  de  la  sphère  n’a  aucune  influence  sur  sa 
pérpture  finale,  qui  ne  dépend  dès  lorsque  de  la  partie 
qui  ne  renferme  pas  le  temps.  Supposons  que  cette  i 
soit  développée  en  une  suité  de  fonctions  sphérique 
l’équation  (a)  donnera,  en  comparant  les' fonctions 
blables, 

— Uv  s=  h (C,  a\V,  — U„) , . 

d’où  . ! 

• ' u„  = u.\  ' • . - . . ‘ * * 


Q-— — t* — r»  * • 

a.  • . • ; ' > . 


et  pour  la  température  finale, 

• . % ' 

• ; . ‘ • # 

/ a \ v U 

<?*  ■ . 


a,  h 


» • / . # f * 

180.  État  pénultième  de  la  chaleur  dans  une  s 
d'un  grand  rayon.  — Lorsque  le  rayon  a,  de  la  sphè 
très-grand,  l’équation  (5)  se  réduit  • approximativem 
la  suivante  * 


Xv  sin  x,  — X./ces  x,- 


<■ 

o. 


* « L*  • T 

qui  permet  de  reconnaître  que  la  plus  petite  valeur 
autre  que  zéro  est  tt  pour  v = o , est  comprise  er 
3 3 


et  - 7r  pour  v = i , entre  - 7r  et  itt  pour  v =b5  a,  etc 


une  même  valeur  de  v,  les  exponentielles  disparaîtro 
unes  après  les  autres,  d’après  l’ordre  (le  décroissant 


V, 
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quantités  avon  a;  dé  la  même  manière,  tous  les'  termes 
•correspondant  aux  plus  petites  valeurs  «'  de  « disparaîtront 
dans  l’ordre  de  grandeur  de  v>  de  sorte  qu’avant  l’établis- 
sement de  la  température  final<\  il  ne  restera  de  sensible 
que  le  terme  . . * , • * 

V=nE7“'fV.-- 

<1  , * 

* . *-*  ' * **  , V. 

A cette  époque  xX}  comme  nous  venons  de  le  voir,  est  sen- 
siblement égal  à jr,  mais  l’équatiotr  (5)  donne  plus  exacte- 
ment . ‘ i 

f • • 

. . ... 

d’0Ù-  ; ‘ ' • 

..  ..  ’ ,.  ;•  • . ” 

par  suîle  ’ . \ / . 

# * . * 7c * i / LV*  ' ; ... 

(8)  V =a  — E ' . ">/sin  -7r(\  — -î-\, 

■ . . • ç «,  \ a,h/ 

en  remarquant  que  l’arbitraire  U0  peut  être  supposée  égale 
à l’unité.  ’ ' . . , 

A la  surface  An  a • 


(9). 


-hiv  ge  a.fc) 


y'=zhR 

a ^ n 


en  désignant  par  G la  valeur  de  .Vf  à l’origine  du  temps, 
.et  la  formule  (8)  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 


(8'<  V 
d’où 


= «'.*)  sin -TT  (,_-LV  . 

\ ita  0 . ; ' . a,  \ axh ) 


: a , h GE 


pour  la  température  au  centre  qui  est- incomparablement 
plus  grande  qu’à  la  surface.  • ‘ ■> 

t ' ..  ’ 25. 
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L’augmenta  lion  que  subit  la  température- lorsque  l’on 
descend  â une  profondeur  e très-petite  au-dessous  de  la  sur-  ' 

face  est  — * s .( — ) ou,  en  vertu  des  formules  (2')  et  (9), 

, “ ’*  " LV 

(10)  As  V,  = //eGE  fl>*  ' a‘h^1 

l’on  voit  qu'elle  est  indépendante  du  mode  d’écbauffe- 
ment  de  la  sphère. 

181\  Application  au  globe  terrestre.  — Nous  considé- 
rerons la  Terre  comme  une  sphère  composée  de  couches 
sphériques  concentriques,  homogènes,  ddiît  la  densité  aug- 
hientede  la  surface  au  centre,  conformément  à ce  que  nous 
avons  dit  au  chapitre  IV  ; mais  nous  admettrons  que  le 
coefficient,  de  dilatation-,  la  capacité  calorifique  et  le  pou- 
voir émissif  ont  respectivement  la  même  valeur  pour  toutes 
ces  couches.  Nous  supposerons  de  plus  que  la  température 
est  la  même  en  chaque  point  d’une  epuebp  ou,  que  .V  est 
. indépendant  de  p et  0.  ; 

„■  A la  surface  de  la  Terre  là  température  moyenne  ou  la 
portion  de  V;  indépendante  du  temps  est  assez  bien  -repré- 
sentée, à différente* latitudes,  par  la  formule 

* 

[ 7o>/8  45°,  28. y 1 


V'  = Ü0-+-U',-=- 


r* 


déduite  d’une  autre  proposée  par  M.  Brewster,  en  substi- 
tuant aux  degrés  de  Fahrenheit  les  degrés  centigrades.  Si  la 
Terre  avait  atteint  son  état  d’équilibre  de  chaleur,  on  au- 
rait, d’après  le  n°  179,  > 


V/=  — 1 70, 78  -+-  45V-8 


: a \fï 


«i-i. 

• 1 L 

axn 


et  cette  température  finale,  en  raison  de  la  grandeur  du 
rayon  terrestre  /subirait  des  variations  très-lentes  près  de 
la  surface  et  qui  seraient -insensibles  dans  les  mines  les  plus 
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profondes.  L.  augmentation  de  température  observée  à me- 
sure cj  ne  l ’on  pénètre  dans  l’intérieuÊ de  l’écorce  terrestre, .et 
quLest  de  i degré  par  33  mètres  de  profondeur  (*),  semble 
donc  iiïdirjuer  que  notre  globe  n est  pas  encore  arrivé  à son 
état  final  de  température,  et  nous  sommes  alors  conduit  à 
étudier  oe  qu  il  peut  résulter  de  l’hypothèse  où  sa  chaleur 


propre  . serait  parvenue  a son  dernier  état  de  mouvement, 
défini  p:y  les  formules  du  numéro  précédent. 

Nous  pourrons  prendre  l’époque  actuelle  pour  origine  du 

temps,  eu  considérant  t compte  négatif  ou  positif  selon  qu’il 


(*)  L’opinion  émise  par  Poisson  est  que  la  région  centrale  de  la  Terre, en 
raison  .de  'sa  haute  température  résultantTde  cette  loi  étendue  à toutes  les 
profondeur?,  ne.peut  se  trouver  qu’à  l’état  gareox,  et  il  considère  la  pres- 
sion due  au  poids  des  couches  supérieures  comme  iusuffispute  pour  mainte- 
nir cette  zone  à*  une  densité  égale  à cinq  fois,  çelle  dé  la  surface.  De  cette 
impossibilité»  il  "conclut  que  le  refroidissement,  et,  par  suite,  la  solidhlca- 
tipn,  a commencé  au  centre  et  s'est  étendu  progressivement  vers  la  surrace. 
Pour  -expliquer  les  températures  croissait  avec  les  profondeurs,  il  admet 
que.le  système  polaire,  dârjs  son  mouvement  généra)  de  translation,  traverse 
dés  espaces  plus  ou  moins  chauds,  et  qne)  actuellement,  il  se  trouve  dans 
u„  militfu  plus  froid  que  celui  qui  l’enveloppait  à l’époque  antérieure  où  la  - 
Térre  a atteint  son  équilibre  de  température.  •' 

Contrairement  aU  système  de  Poissont  l’étude  des  phénomènes  géologiques 
conduit  is-  admettre  que  l’intérieur  dp  la  Terre  est  liquide,  que  l’épaisseur 
" de  la  croûte  solide  récouvrant  le  noyau  central  est  relativement  peu  épaisse 
(4o  kilomètre*  environ)  et  continue  à erbitrç,  et  qu'ainsi  la  solidification  a 
lieu  de  la  surface  du  centre.  ( Vuj'ez  pour  plus  dé  détails  le' sàvanl  ouvrage 
de -M.  Vézian,  intitulé  'Prodrame  de  Géologie.) 

Quelques  géologues,  par  assimilation  avec  les  courants  qui  se  produisent 
dans  les  liqdide?  chauffés  à leur  partie  inférieure,  et  qui  tendent  à régula- 
riser la  température;  émettent  de  plus  l'avis  que  la  température  est  uni- 
forme dans  la  masse  du  noyay  central.  . 

Mais  nous  ferons  remarquer-,  que  en  courants  deviennent  insensibles  dans 
lés  fluides  qui  atteignent  un' certain  degré  de  viscosité,  comme  Ips  métaux 
fondus,  etc.;  que  Je  pareils  fluifles  transmettent  à peu  .près  lu  chaleur 
comme-les  solides-,  que  rien  ne  s oppose  à ce  que  la  température  crois- 
sant avec  la  profil uJetq,  le  centré  de  la  lerrc  no  reste  cependant  à l’état 
liquide,  puisqu'un  excès  de  pression  eLun  excès  de  température  produisent 
des  effets  contraires  dans  les  changements  d'état  des  corps!  Telles  sont  les 
- diverses  considérations  qui  «pus  out-couduît  à faire  .-’tjr, lu  constitution  de  la 
•Terre  1 hypothèse  énoucée  dans  le  texte.  -,  < „ 
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, . * , ( , , * . . , 

s agira  de  temps  passes  ou  a venir,  cç  qui  revient  a rem- 

‘ ‘ _*»*•/, L-V 

placer  par-GJ’éxpressiou-GE  ' “#*'  dans  laquelle/, 

représente  le  temps  écoulé  depuis  l’instant  où  l’on  a consi- 
déré l’état  de  température  comme  initial. 

La  formule  (10)  donne  la  relation 


(/) 


33ra  .AG  = i°. 


Désignons  par  la  portion  de  V qui  est  due  à l’action  so- 
laire dont  nous  représenterons  l’effçt  thermpmétrique  V' 
par  F sin  mi,  F étant  une  constante  et  mt  la  longitude  du 
Soleil.  * . * . 

Pour  des  points  trè6-voisins  de  la  surface  ou  pour  de 
très-grandes  valeurs  de  a,  l’équation  (1)  donne 


ou 

(ff) 


■d'S"  __  ^ d\" 
dd1.  ~r~  dt 


d’V"  _ d\" 
Jdz J'  ~ ~diT' 


en  appelant  z la  très-petite  ■profondeur  a,  •—  a au-dessous 
de  la  surfaée  de  la  Terre.  L’éqyatiou  (2)  donne  à la  surface. 

: ‘ • • '.  » • ' V * 

,/v"  * , 

(/l'y  ’ . * = A{V"  — f’Jsin/wi.  •- 

ClZ  » c 

On  satisfait  aux  équations  ( g ) et  (//)  en  posant 

. v - -v  - : . 

■ ••  '■ 

(*')  .•  ■ • tangÀ  = > y ■ 3H/. 

; ■ • . / km  • , . 
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Saussure  a trouvé  par  l’observation  qu’à  une  profondéur 
de  9‘u,6o  le  coefficient  de  la  variation  annuelle  de  V"  est- 

égal  à — de  sa  valeur,  ce  qui  donne-la  relation  ' ' 


d’où 


r\  km 

v-»-c'y-=u 


.km  = o,  1 34  • 


.En  observant  le  maximum  de  la  température  annuelle  à 

* Paris’,  maximum  qui  correspond  à 

• . . • , ' • ’ . 

sin  [mt  — \)  = i , d’où  ‘ml  — — yt-  \ , ' ' 

' : •’  * '. 

• • •**.,*  * . ’ • p : - ■ , * * 

0/1  a été  conduit  à prendre  . < • r 

. * *é  ’ 

• * ' ■ 1 * 

. . ’ tang).  = 0,6,  v * 

; . , V • * • -i.  • • 

ét,  par  L’élimination  de  h,  les» formules  (f)  et  {/')  donnent 

* ' * '*  ' • % t*  - , * -.  « 

' (/)  . G = 0,172,  • . 

pour  la  portion  de  la  température  actuelle  à la  surface  de 
la  Terre  due  à 'sa  chaleur  centrale. 

182.  Diminution  de  la  durée  du  foui'  due  au  rejroidis- 
sement  de  la  Terre,  t—  Soient,  à'  une  époque  quelconque, 

1 le  coefficient  de  dilatation  cubique  des  couches  sphériques 
dont  la  Terre  est  censée  composée,  et  que  nous  con-  v 
sidérerons,  comme  sensiblement  constant  pour’ les  faibles 
variations  de  lèmpératui'fe  que  noirs  aurons  à considérer;' 
n la  vitesse  angulaire  du -globe  terrestre  autour  de  son  axe;  ' 
d M =?  Jfita'1  pda\à  masse  de  couche  sphérique  de  rayon  a ‘ 
et  de  densité  p.  .D’après  le  principe -des  aires,  le  produit  ». 
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doit  rester,  constant  lorsque  la  température  subit  avec  le 
temps  la  variation  dV,  -que  nous  supposerons  assez  petite,  . 
de  même  que  les  variations  correspondantes  ôa,  ân , pour 
que  l’on  puisse  en  négliger  les  puissances  supérieures  à la' 
première.  Ou  a ainsi 


d’où 


3n  J* j* adMSa  = o, 

i 

. i . 

* . * ’ * * * » • 

Jr°* . • 

I pa*da3a 

o • , 


. n /*V.  ' 

I p a* da 

. • */o 


* , * r , • . , 

La  condition  relative  à la  variation  du  Volume  de  r/M  avec 
la'  température  donne 

• . if  * « • • # • 

. . fc**  i , S [a'da)  = ia'daüY , V 

ou,  en  remarquant  que  le  premier  membre  de  cette  formule 
est  équivalent-à 

a'SYda,  . 

JCa'  ra 

i pada  I,  8V..a*da  . 

o Jô  . • 


par 


suite 


, 1.^* 


27 


8n 

n 


X«t 

p a'da 


Si  nous  adoptons  l’hypothèse  de  M.  floche  sur  la  pro- 
gression de  la  densité  des  couches  à mesure  que  l’on  s’ap- 
proche du  centre,  nous  devrons  remplacer,  dans  la  pre- 
mière formule  du  n°  108,  a par  —>  puisque  nous  ne  pre- 

• ..***.  . I . N 

nons  plus  ici  le  rayon  terrestre  .pour  unité.  Nous  aurons 
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. . v <t 

ainsi,  en  posant  — = x, 


p = po  (ï  — ?*’)>  * 


— ±= 22L.  [ r xdx  f SV.x'-dx  ■ ' 

» 7-5?  Uo,  Jo  ‘ . 

— ? J x>d  c J aVx'i/.rj, 


ou,  en  intégrant  par  parties, 


: , p r 


SV..t*Jx 


D’autre  part,  si  l’on  commence  à compter  le  temps  lors- 
que la  vitesse  angulaire  est  «,  la  formule  (8')  du  n°  180 
donne,  à très-peu  près,  pour  des  valeurs  de  t qui  ne  dépas- 
sent pas  certaines  limites,  et  en  ayant  egard  à Ja  grandeur 

du  rayon  à,,  • . • ' ’ 

,v  G hnt  . 

c)V=- — j smîT-r,  , 


et  comme  ou  a,  en  général, 


Jo  ' .*1  ’*  **, 


3) 


on  trouve,  en  définitivé, 


. Sn  3o;G  huit  ■ 


« J 5 \ 

' ? J i),  Am  . 7r’ 


‘Nous  avons  fait  l’application  de  celte- formule,  dans  la- 
quelle a,  doit  être  évalué  en  mètres,  pour  une  période  de 
aootj  ann'ées,  en  remarquant  que  pour  chaque  année  on 
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peut  prendre  approximativement  ml  = a y,  et  nous  avons 
trouvé,  en  faisant  usage  des  valeurs  numériques  données  au 
numéro  précédent,  -, 

— = 1 — ' dans  l’hypothèse  de  8=oou  d'une  densité  uniforme; 

n.  ; ' i.os  • 

S h i8ti  ■ * 0 

— = .en  supposant  p = o,8,  comme  au  0°  108. 

Si  nous  assimilons,  faute  d’autres  éléments  sur  les'  ma- 
tières en  fusion,  -le  fluide  qui  constitue  la  presque  tota- 
lité de  la  Terre  aux  liquides  dont  nous  connaissons  les  coef- 
ficients de  dilatation,  nous  pourrons  prendre  comme  chiffre 

moyen  ï ?=  0,0007,  et  ^es  valeurS  précédentes  de  ^ de- 

q5  tn  ; • . - * ’ 

viennent  , et  correspondent  respectivement  a une 

diminution  de  o’,o8,  o*,  10  dans  le  jour  moyen,  depuis 
l’ère  chrétienne  jusqu’à  l’époque  aetufclley'ce  qui  est  insen- 
sible. . ' 
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CHAPITRE- X. 

ÉQUILIBRE  D’ÉLASTICITÉ  D’UNE  CROUTE 
PLANÉTAIRE.  • 

> * • v 


183.  Supposons  que,  à la  suite  du  refroidissement,  il 
se  soit  formé  à la  surface  d’une  planète  une  croûte  solide 
d’une  très-faible  épaisseur , comme  cela  a lieu  pour  la  ' 
Terre,  et  proposons-nous  de  déterminer  les  conditions 
d’équilibre  d’élasticité  de  cette  croûte,  en  la  supposant 
homogène  et  sphérique  ;•  mais  auparavant,  nous  repren- 
drons aussi  brièvement  que  possible  les  formules  de  méca-  * 
nique  moléculairesur  lesquelles  nous  devons  nous  appuyer 
pour  résoudre  cette  question. 

184.  Définition  de  la  pression  dans  les  corps  solides.  ■■ 
— La  pression  sur  un  élément  plan  pris  dans  l’intérieuir 
d’un  corps  solide  est  la  résultante  des  actions  des  molé- 
cules placées  au-dessus  de  l’élément,  supposé  prolongé 
indéfiniment  dans  tous  les  sens,  sur  les  molécules  situées 
de  l’autre  côté,  dont  les  directions  traversent  le  même 
élément  dans  l'intérieur  du  périmètre  qui  le  circonscrit. 

Soient  : • 

r 

t ü un  élément  plan  pris  dans  l'intérieur  d’un  corps  so- 
lide, sur  lequel  s’exerce  une  pression  que  nous  nous 
- proposons  de  déterminer  y 
G le  centre  de  gravité  de  l’élément  w ; 
r la  distance  de  deux  molécules  de  masses  ///',  /«"  situées 
• de  part  «et  d’autre  dc'ù)  sur  une  droite  qui  traverse 
l’aire  de  cet  élément  ; ' 


Qigitized  by  Google 


3g6  TBÀ1TÉ  ÉLÉMENTAIRE 

' * . * 

f(i')  la  fonction  de  la  distance  qui  représente  l’action 
mutuelle  rri rn"f  (r)  des  deux  molécules  ni'  et  m"  -, 
p la  densité  du  corps  ; * 

p la  pression  sur  w rapportée  à l’unité  de  surface  ; 

Xt,  Y,,  Z,  les  composantes  de  p, "parallèles  à trois  axes 
rectangulaires  CXr,  O y,  O z dont  les  deux  premiers 
sont  parallèles  et, le  troisième  perpendiculaire  à w. 

Nous  supposerons  le  corps  homogène  dans  toutes  ses 
parties.  . 

Pour  déterminer  la  résultante  pu  de  toutes  les  actions 
telles  que  ni  on  peut  (*)  d’abord  faire  la  somme  de 

toutes  les  actions  exercées  par  les  molécules  m'  situées  au-, 
dessus  de  <o  , sur  celles  ni"  situées  au-dessous , ét  pour 
lesquelles  la  distance. r reste  constante  en  grandeur  et  en 
direction.  Or,  les  môlécules  m"  formant  un  cylindre  oblique 
ayant  pour  base  w et  pour  génératrice  une  parallèle  à r, 
leur  masse  totale  sera 

• purcos  (r,  *)>  , 

d’un  autre  côté , puisque  le  corps  est  homogène  , le6 
masses  ni  sont  équivalentes } la  somme"  ci-dessus  devient 
ainsi 

m'pvrf(r)  cos  (r,  z), . 

• • » ’.  * • ' * . 

sa  composante  parallèle  aux  x, 

m'purf(r)cos  (r,  z)  cos  [r,  x);  • * 

par  suite 

X,==  p Sont///'  rf[r)  cos  (#r,  z)  cos  (>,  x),  . 

* t * 

le  signe  Soru  s’étendant  à toutes  les  molécules  ni  supé- 
rieures à w et  à toutes  les  valeurs  de  r pour  lesquelles  la 
fonction  f(r)  ne  devient  pas  insensible.  Mais  cette  somme 
est  équivalente  à la  m,0'lu;  de  la  somme,  prise  entre  les 
mèmes  limites , des  produits  jnrf(r)  cos  (r,  z)  cos  (/•,  x) 

. * *•  •.  * • 

(*)  Celte  démonstration,  extrêmement. simple,  est  due  h M.  de  Saint- 

Venant.  " f 
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relatifs  à tontes  les  molécules  m situées  autour  du  centre 
de  gravité  G de  « et  à leur  distance  r à ce  même  point;  ou 
aura  donc  s 


X,  = - p Soin  mrf[r ) cos  (r,  z)  cos  [r,  jt), 


et  de  même 


Y/==  — p Son)  mrf(r)  cos  [r,  z)  cos  (r,  y), 

*’f  * ' 

• Z,  — — pSom  mrf(r)  cos2  (r,  z). 

185.  Expression  de  la  pression  en  fonction  dps  dépla- 
cements. — L’élasticité,  comme  chacun  le  sait,  est  cette 
propriété  en  vertu  dé  laquelle  les  molécules  qui  constituent 
un  corps  solide  tendent  à reprendre  leurs  positions  primi- 
tives, lorsque  la  cause  qui  les  en  avait  écartées  vient  à 
disparaître.  Mais  les  corps  ne  sont  élastiques  que  dans  cer- 
taines limites,  généralement  très-restreintes,  des  déplace-  • 
raenls  relatifs  de  leurs  molécules,  et  au  delà  desquelles  la 
matière  se  désagrégé.  JVous  supposerons  dans  ce  qui  suit 
que  ces  .déplacements  sont  assez  faibles  pour  que  l’on 
puisse  négliger  lés  ternies  qui  les  renferment  à la  seconde 
. puissance.  . , ' . • 

Soient  x,y,  z les  coordonnées  primitives  du  centre  de 
gravité  g de  « ; x -+-  h,  y -+-  A,  -z-f- 1 celles  d’une  molécule 
quelconque  située,  dans  la  sphère  d’activité  de  g.  Les  . 

expressions  ci-dejsus,’ en  posant  ç (/•) , pourront 

, * , % ♦ 

s’écrire  ainsi, 

• . ' .XÎ  = -pSom 'mff(r)  l/i> 

2 • 

Y!  = ^.pSom  ni<f(r)lf  ( t 


7.‘  — -pSom/«iji(r)  P, 

l’indice  o étant  relatif  à l’état  naturel  du  corps. 
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Supposons  que  le  corps  subisse  une  très-faible  déforma- 
tion : soient  â la  caractéristique  de  la  variation  de  r,  /*,  A, 
/,  p ; «,  v,  iv  les  'projections  sur  les  trois  axes  du  dépla- 
cement de  G. 

Le  rayon  de  la  sphère  d’activité  de  g étant  très-petit,  les 
dérivées  partielles  de  n,  v,  tv,  par  rapport  à x,  y,  z, 
pourront  être  considérées  comme  constantes  dans  toute  son 
étendue  ; d’ailleurs,  ce  sont  des  quantités  de  même  ordre 
que  u,  e*  dont  on  peut  ainsi  négliger  les  secondes 

puissances;  il  suU  de  là  que  le, volume  dxdydz,  relatif  à 
un  point  quelconque  de  la  sphère  d’activité,  devient,  après 
la  déformation,  - 


dxdydz  ( i H- 


(■+£)(-!)('- 

% 

• ...  . t/  du  dji  ' div\ 

— dxdydz  ( l + ) 


dtv 

dz 


) 


La  dilatation  cubique 


du  d»  dit’ 

^7Tr+Tr+7z'- 


égale  à la  somme  des  dilatations  linéaires  dans  les  trois 
directions  rectangulaires'  des  axes,  restera  donc  constante 
pour  tous  les  points  de  la  sphère  d’activité  de  g , il  en  sera 
de  même  de  la  nouvelle  densité  * 

P , , / ‘ du  dp  dw  \ 


que  l’on  pourra  ainsi  laisser  en  facteur  commun  devant  les 
signes  Sotn.  • '•  . • - 

On  aura  donc,  pour  les  composantes  de  la  pression  après 
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la  déformation,'  ■ - . # • 

i - • • •»  . > - 

. X,=; -pfSomwç  (r)/A  +Som  my' (r)lhdr  ■■  . 

-t-Sona  mo  (r)  (iSh  -+■  H — 3p  Som  ni  y ( r)  Ut, 

I * * * 0 ’ 

Y,=  — p[SomniŸ(r)M  +Somwf'(r)Wir 

* * ' t V 

-h  Som  rnj  (r)(l3k  -+-X  5/)]  -+-^  3p  Sommy(r)  lk, 

« Z,  = — p [Som  wiy  (r)  P -+-  Som  m<$  (r)Pir  ■ 

I • * » • 

-+-  2 Som  /n  <j>  (r)  /J / ] -4-  - Sp  Son) m <p ( r)  /’. 

* 

d A,  par  exemple,  n’étant  autre  chose  que  l’accroissement 
que  prend  u quand  on  y remplace  x,  je,  z pan  X -f-  A, 
y-\-h,  î+/,  on  a,  en  négligeant  les  ternies  du  deuxième 

ordre,  .•’  * * • 

. , , •'  du  du 

3/t  — — fi -+■  — / H — — / , 

a.r  </r  r/z  , ■ 


• • 3 k =r  — h — — X -4-  — - / ) 

• * dx  ( Ijr  dz 

. , dw  , -dw  dw 

• "=SA+^-*+*'’ 

■** 

et  enfin 

- , * 

hSh-\-k3k-Y-l3l  1 T du  dv  dw  ( du  de 

3 r= — : =-  A’—  -¥k'—  +1 «—+/,*  -p-f-— • 

r r L dx  dy  dz  \dy  dx 

• • , / du  dw  \ , . 

( de  div\ 

{dz  + dy) 

valeurs  qu’il  faudra  substituer  dans  les  expressions  ci- 
dessus,  en  mettant  en  facteur  commun  les  dérivées  par- 
tielles de  u,  e,  w. 

Les  résultats  de  ces  substitutions  se  simplifient  beaucoup 
sî  L’on  remarque  : i°  que,  et)  raison  de  ]a  symétrie,  les  Som 
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renfermant  l’un  des  facteurs  h,  k,  l à une  puissance 'impaire 
sontnulles;  a°  que  le  corps,  avant  la  déformation,  n’étant 
sollicité  par  aucune  forcé,  la  constante  qui  représente  la 
pression' est  nulle,  ou  autrément  que 

'Som  iwç(r}/3  = Som /i3  = Som /w®(.r)/3  , 


= - Som/n<p(r)  r7  = o; 


3°  que  l’on  néglige  Jes  termes  du,  deuxième  ordre  en 

do  doo  dit 

— » -r-  > — etc.,  et  en  posant  . • • 

dx  dx  dy  t ■ 1 . 

Soin  m — - — ^ h7V  — Som  m ? — h7  k‘  — Som  m f-All  l7  k7  — — p , 
r r • . -r  p 

Som  » ÏÜ2  Ai  = Som  * ^ k*  = Som  W 2 v , 

, r • • . r ..  C P 

s i. 

on  trouve  «**.  • , 


_ (du  dvo\ 


do  dw 
dy 


. _ ■ (du  do  dn>\  dw  • ' ■ , 

Or  il  existe  entre  les  constantes  p et  V une  relation  ré- 
sultant de.  ce  qu’elles  sont  indépendantes  du  choix  des  axes 
coordonnés.  • 

Soient,  en  effet,  a,  |3,  y les  angles  dei’axédes  z avec  trois 
nouveaux  axes  ; /»',  />',  /'  les  coordonnées  relatives  à ces  axes 
et  correspondant  à /t,  A,  /.  On  a 


r — /»'  cosa  -f-  A'  cos  p -t-  /'■  C0S7 , 


O 

- Som  //? 


ï£0/. 


ç=  v (cos*  a 4-  cos*  (3  -t-  cos*  y ) 

-+-  6p  {cos3  a COS3  P + cos3 a cos3  y cos3  P cos3  y), 
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cos2  a cos2  p -f-  cos2  7 = 1, 

i — cos*  a — cos4  p — cos4  7 = 2 (cos2  a cos2  p 4-  cos’  a cos2  7 

» 4-  cos’  p cos2  7 ) > 

il  vient 

v = 3f*.  , 

et,  par  suite,  • 


Remarques.  — i°  On  trouvera,  par  une  simple  permu- 
tation de  lettres,  les  pressions  X^,  Yr,  Z,  et  Xx,  Y,,  Zx  re- 
latives aux  éléments  respectivement  perpendiculaires  auxy 
et  aux  x.  On  déduit  de  là  les  relations  suivantes  entre  les 
composantes  tangeutielles  : 

(B)  * X,=Z„  Y,=  ZT,  Xr=YI. 

Ces  relations  sont  indépendantes  des  hypothèses  que 
nous  avons  faites  plus  haut  sur  la  constitution  et  la  gran- 
deur des  déplacements  du  corps,  car  elles  se  déduisent  des 
équations  des  moments  appliqués  à l’équilibre  d’un  paral- 
lélépipède élémentaire  d’ün  corps  supposé  soumis  à l’action 
des  forces  qui  en  sollicitent  les  molécules,  et  des  pressions, 
quelle  que  soit  d’ailleurs  leur  nature,  exercées  sur  ses 
faces  ( * ) ; ' • . * 


. (’)  La  propriété  qu’expriment  ces  relations  se  généralise,  en  thercli.ml 
les  conditions  d'équilibre  d’un  tétraèdre  élémentaire  dont  trois  arêtes  par- 
tant d’un  même  sommet  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés.  On  arrive 
de  cette  manière  au  théorème  suivant  : 

Si  en  un  point  d'un  solide  on  Conçoit  deux  cléments  plans,  la  force  élastique 
relative  au  premier , projetée  sur  la  normale  ou  deuxième,  est  égale  à la  force 
élastitfue  correspondant  à ce  dernier  projetée  sur  la  normale  au  premier. 

26 
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5 rf«'  Xi  + Y7 

= lilTz  + -~T~  ' 

Xx=Oj  Yjr—  o, 

5 tiw 


formule  applicable  au  eus  d’un  Cl  élastique  chargé  vertica- 
lement d’un  poids.  Si  donc  E désigne  le  coefficient  d’élasti- 
cité de  la  substance,  on  a 


— u — E,  d’où 


(*)  Note  sur  l’application  de  la  théorie  des  fonctions  isotropes  de  U.  Cauchy 
à la  recherche  des  pressions  dans  un  corps  élastique  homogène. 

On  peut,  en  faisant  usage  de  la  théorie  des  fonctions  isotropes  de  M.  Cau- 
chy arriver  très-simplement  aux  expressions  qui  représentent  les  compo- 
santes de  la  pression  sur  un  élément  plan  compris  dans  l'intérieur  d'un 

corps  élastique.  , v v I, 

Concevons,  pour  cela,  que  l’on  projette  les  composantes Xx,  Zx  sur  une 
droite  OA  dont  les  cosinus  des  angles  avec  les  trois  axes  coordonnés  soient 

respectivement  a,  b,  c;  représentons  par  «,  j3,  y les  symboles  —,  - 
ou  Dx,  D,.,  D„  en  adoptant  la  notation  plus  commode  de  M.  Cauchy. 

La  projection 

r_==  flXt *+■  b \ _ -4" c Lx 


devra  conserver  constamment  la  même  valeur,  en  faisant  subir  un  déplace- 
ment angulaire  quelconque  autour  de  l’axe  d,es  *,  au  systèmo  des  deux 
autres  axes;  en  d’autres  termes,  Fx  est  une  fonction  isotrope  par  rapport  à 
l’axe  des  a-  des  grandeurs  u,  e,  w,  »,  b,  c dont  plie  dépend  et  une  fonction 
symbolique  de  Dx,  I>r,  Dxi  D’ailleurs  Tx  est  linéaire  par  rapport  ha,  h,  c et  a, 
,,,  W,  ou  du  moins  approximativement  pour  les  déplacements,  en  raison  de 
leur  petitesse;  elle  sera  donc  représentée  symboliquement  par  une  fonction 
isotrope  par  rapport  à l’axe  des  x de  a,  /3,  y,  a,  b,  c,  u,  v,  w,  et  sera. ainsi  de 
forme  * 1 

f = G mu-  (Sv'-t-  cw)+  Ç (èw-  «’)+[U4  M(,3fr-t-  yc)-t-  N (/3c-  yfc)](/3e  -3-  yw) 
-+- 1>  u ((3  b -t-y  c)  4-  [ Q >»  -t-  R O3  >'  -+"/  c ) 1 ( ’/  " — w Z3  >• 

G H K,  L,  M,  N,  P,Q,  R étant  des  fonctions  symboliques  de  a.^’-A-y’. 

Si  nous  supposons  que. la  fonction  rx  me  renferme  que  les  dérivées  pre  • 


y 
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! 8(3.  Équations  de  /’  élasticilêen  coordonnées  polaires. — 
Soit  /'  le  rayon  mené  de  l'origine  des  coordonnées  à nu 
point  M du  corps,  point  qui  sera  en  outre  défini  par  sa  lati- 
tude A et  sa  longitude  L comptée  à partir  d’un  méridien 
pris  pour  origine.  Les  équations  cherchées  s’obtiendront 
en  exprimant  que  l’élément  de  volume  déterminé  par  deux 
plans  méridiens  consécutifs  distants  de  r/L,  par  deux  sphères 
concentriques  de  rayons  r et  r-\-dr  et  deux  cônes  circu- 
laires ayant  pour  sommet  le  centre  des  sphères,  pour  axe  la 

lignedès  pôles  et  p'our  demi-ouverture  - — X,  * — (X  -f-  d'h), 
est  en  équilibre. 

Cela  posé,  appelons  Rr,  Mr,  Pr  les  composantes  de  la 


mières  de  uv,  w,  ou  qu’elle  soit  du  premier  ordre  en  a,  y3,  y,  les  coefficients 
M,  N,  R devront  être  nuis;  L,  P,  Q se  réduiront  à des  constantes;  G,  II,  K 
seront  de  la  forme 

.*  , 

11  = A-t-A'ec, 

, K — t A’  a,  « 

g,  g1,  h,  h’,  A,  A'  étant  des  constantes;  ot  l’on  aura,  par  suite, 

a a.  m-A(Ae-+-e«')-t-/i'ot(Ai>-r-c«>)-t-A(Aw—  «c)-t-A  ot(Aif — vc) 
a ( /3  v -p  y w)  -t-  P u ( /3  A -+-  y c ) -+-  Q a ( y v — w ). 

En  raison  de  l’homogénéité  du  corps,  rr,  rs  se  déduiront  de  celle  formule 
par  une  simple  permutation  de  lettres. 

La  projection  sur  OA  des  pressions  relatives  aux  six  faces  du  parallélépi- 
pède dxdydt  devant  être  égale,  pour  l’équilibre  de  cet  élément  de  volume, 
à la  projection  semblable  de  l’accélération  des  forces  sollicitant  le  solide  au 
point  (or,  x,  r),  est  indépendante  de  la  direction  des  axes;  en  d’autres  terme», 
Dirx-t-Drrr-l-D.rt  ou  l’expression  symbolique  « rt-t-/3  rr-+-  y Tx  est  iso- 
trope, relativement  an*  trois  axes,  en  ot,  ji,  y , ",  »,  vë,  a,  A,  é,  linéaire  par 
rapport  aux  six  dernières  de  ces  quantités,  ot  du  second  ordre  par  rapport 
aux  trois  premières.  Cette  expression  est  donc  nécessairement  de  la  forme 

ot  rx-t-  rr ■+•  y rs  =[  m m’ («*-+-  /3* -l-  •/’))(  nu  -+-  hv  -+-  cto ) 

-t-n(ota-f-/3A-t-ye)(ati-t-j3c-|-yxv} 

-t-^[a(yr  — /3w)-t-(«w  — /3u)-r-c^ti  — «e)],  A 

m m’ t n,  p étant  des  constantes.  . , . • 

Remplaçant  dan»  celte  égalité  r,,  T,,  T.  par  leurs  valeurs  déduites  de  la 

26. 
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force  élastique  respectivement  dirigées  suivant  le  prolon- 
gement du  rayon,  la  méridienne  en  allant  vers  le  pôle  et  la 
tangente  au  parallèle  dans  le  sens  du  mouvement  du  méri- 
dien mobile  par  rapport  au  méridien  fixe,  pour  un  élément 
plan  perpendiculaire  à /;;  R,„,  Mm,  P,„  les  composantes  ana- 
logues pour  un  élément  plan  perpendiculaire  à la  méri- 


formule  (i),  puis  identifiant  les  coefficients  de  a,  on  arrive  à une  équation 
entre  «,  /S,  y,  u,  n,  w qui  doit  se  réduire  à une  identité. 

En  suivant  cette  marche,  on  est  conduit  aux  relations 

g = 0,  h — O,  h— o,  k'  — o,  Q — O,  g — m'-t-n,  h'  — m',  L-t-P  = a, 
d'où  • 

j'zzA’+CL  + P). 

Substituant  dans  la  forntule(i),  à la  place  de  sa  valeur  a Xj.-t-  b Yx-t-c7.x, 
puis  identifiant  les  coefficients  de  a,  b,  c,  on  trouve,  en  ayant  égard  aux 
conditions  ci-dessus,  ' 

r 

^x=(^/  *4“L*i“P)aB-+-L(ySp  —H  y w 

YJ  = À'«p-hPj3u, 

Zx=^«w  + P-/b; 
et  comme  * * 

Yx=X,,  Z^X„ 

il  faut  que 

h'—V, 

d'où  * . ' 

X,  = a PDt  u -t-  L(  u -t-  Dj/p  -t-  I>s  w ), 

Y x = P ( D,  v -t-  Dr  a ), 

Zx=I>(n^‘?-Dr*)‘ 

Ces  formules  sont  celles  dont  M.  Lamé  fait  usage  dans  ses  Leçons  sur 
l’élasticité;  elles  rentrent  dans  celles. que  nous  avons  trouvées  plus  haut, en 
y supposant  égales  les  deux  constantes  indépendantes  P et  L. 

L'égalité  entre  ces  deux  constantes,  à laquelle  nous  sommes  arrivé  par 
notre  première  méthode,  ne  parait  pas  complètement  d’accord  avec  l’expé- 
rience. Ainsi  M.  Wertheim  a trouvé,  » la  suite  de  plusieurs  expériences,  que 
le  rapport  ÿ est  sensiblement  égal,  à a.  • . 

Dans  l'incertitude  où  nous  nous  trouvons  surla  valeurde  ce  rapport,  dont  lu 
connaissance  est  indispensable  pour  pouvoir  .calculer  L et  P en  fonctions 
du  coejficimi  d'cbslieUé,  4a  seule  constante  que  l’on  a l’habitude  de  faire 
entrer  dans  les  questions  de  résistance  des  matériaux,  nous  avons  cru  devoir 
continuer  a admettre  la  relation  théorique  L = P,  trouvée  par  MM.  Navier 
Poisson  et  Cauchy. 
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dienne;  enfin  R;,,  Mp,  Pp  les  mêmes  composantes  pour  un 
élément  situé  dans  le  plan  méridien. 

Les  composantes  de  la  pression  pour  la  face  r*e os  Xr/Xd L 
perpendiculaire  à /•,  de  l’élément  de  volume  considéré,  sont 

— RrC’cosXrfXrfL,  — Mrr’cosXrfXrfL,  — PrrJcosXrfXrfL; 

• * / , 

pour  la  face  rcosXcf/JL,  perpendiculaire  â la  méridienne, 
on  a de  même 


— R„r  cosXrfrrfL,  ■ — M„,rcosX  drdP,  — PmrcosXd/'rfL; 
enfin  pour  la  face  rdrdl  située  dans  le  plan  méridien, 

— R prdrd\,  — M p rdrdl,  — P prdrdl. 

Soient  Ox',  O y',  Oz'la  trace  du  méridien  fixe  sur.  l’équa- 
teur, la  perpendiculaire  menée,  par  le  centre  O à ce  dernier 
plan,  et  la  ligne  des  pôles.  Ou  a,  Cn  supprimant  les  indices  . 
qui  affectent  les  pressions,  ‘ 

Icos  (R,  a:')  = cosXcosL,  cos  (R, y)  = cosXsinL,  cos  (R,  z')  = sinX, 
cos  (M,  x')  = — sinXcosL,  cos  (M,  j')  = — sinXsinL,  cos  (M,z')  — cosX, 
cos  (P,  x')  = — sinL,  cos  (P, /)  = cosL,  cos  (P,  z')  = o. 

■ D’après  cela,  on  pourra  très-facilement  obtenir  les  com- 
posantes des  forces  ci-dessus  suivant  Ox\  Oyr,  O z'  ; en  les 
changeant  de  signe  et  les  augmentant  de  leurs  dillérentielles 
par  rapport  à r pour  celles  qui  proviennent  du  premier 
groupe,  à X pour  le  deuxième,  à L pour  le  troisième,  on 
aura  les  expressions  analogues  pour  les  faces  opposées  à 
celles  que  nous  avons  considérées;  en  faisant  la  somme  des 
composantes  suivant  chacune  des  directions  Ox',  O y',  O z , 
les  différentielles  seules  restent  et  l’on  trouve  ainsi  : ■ 


cos 


T dRrd  , 1 r d ( R cos’ /)  c/(RcosL) 

SJX  cOsL  — 7—  + rcosL  h r cos  A 


dr  dl  ' f/L 

, rf(M„sinX'cosX)  . cosL)  I 

cosXsinXcosL^-rcosL^-»-^ l-nunX-V>L  J.  } pour  Or, 


tir  c/a 

. r rninLr/P-C°s)‘  r 

■ co&  ^ ^ (ir  tiii  dL 
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cos’XsinL 


f/RW 

~7T  + 


rsinL 


d ( R„.  sin  X cosX) 


f/X 


J—  rcosX 


f/M_W  •.  . rf(M ..  sinXcosX)  "G"* 

— cosXsmXsinL — -f- rsinL— ■ - — — - — /*siha— • — 


fi  ( ftjjSinL) 
tl  L 

tl  (MpSinL) 


dr 


f/X 


f/L 


pour  0/, 


- - . d P W f/P  COS X f/P  cos  L 

cosX  cos  L — j 1-  r cos  L — h r — 

dr  tl  a f/L 

, . . rfR  r3  f/(R„cosXsinX)  . . f/Rp 

cosXsinX — f — h r - m i+rsmX— -r-2 

tir  il  h . <1 !.. 


cos’X 


f/MW,  f/M„,cosJX 


dr 


f/X 


, rfM, 
4-  rcosX  —r 
rfL 


pourÛ;'. 


Soient  maintenant  R0,  M0,  P0  les  composantes  respecti- 
vement parallèles  aux  R,  M,  P de  l’accélération  des  forces 
qui  sollicitent  la  masse  élémentaire  p /'*cos  A drd\  f/L  ; ou 
aura  pour  les  équations  d’équilibre  : 

/ ..  . f/R,,W  ^ f/R  cos*X  , f/ R cosL  \ 

1 cos’acosL — p — t-rcosL — ®t- f-r-cos/ 


(D) 


dr 


dh 


d L 


/•sin)* 


-cosXsinXcosL^- rcosL^-8}^^  - 
dr  f/X 

. . T dvy  . - (Î?cxk\  dp .,smL 

— cos/sinL — ,r rsinL — r 4?— — 

\ dr  dr  f/L 

'+ pWcôsX  (R0cosL  — M0sinXcosL—  P„sinL.)  = o, 

. _ f/RW  , . . f/Rcos’X  f/R  sin  L 

cos’XsinL : — ^ — I- rsinL  — 4- 1-  rcosX- — 


f/M^rosL 

f/L 


— cosXsinX 


dr 

f/M,W 

dr 


f/A 

• , f/(M„sinXcosA) 
— rsinL-  1 " 


f/X 


f/L 

. „ f/M„sinL 

rsinX y, — 

f/L 


I ...  f/PW  t f/(P,„cosX)  f/ P cosL 

[ cosXsinL  — ~ — t-  rcosL  — 4- r — ^ — 

-f  p W cosX  ( R0  cosX  sin L — M0  sinX sin  L 4-  r„ cosL )’  — o, 

. . . f/RrW  ' c/(R  sinXcosX)  . f/R 

1 cosAsinX — r— + r 4-  rsinX  — 

dr  f/X  f/L 

f/MrW  f/M  cos’X  , «fM 
cos’X  |-  r (-  rcosX  -jj£ 

h pW cosX  (R0sinX  4-  M„cosX)  = o. 

Si  l’on  élimine  successivement  M0  et  P0,  R0  et  P„,  W0 
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et  R0  entre  ces  équations,  on  obtient  Jes  relations  plus 
simples  : 


r/R. 

I 

-1 

r/R,„ 

R„ 

, tang  a — M„ 

•1 

,"3 

L 

1 

> 

dr 

r 

ta  + 

rcos).  tlL 

T 

r 

r 

r/M, 

i 

_i 

dS\  , 

i </M„ 

M„,tang).  + R„ 

■+pr.tans‘A  , .j,  _ 

dr 

r 

d).  + 

/•cos),  d L 

H 

r 

,n?r 

i 

_i 

. <tvp 

aP  - 

K 

tangA-t-R,, 

— tang  À 

tir 

r 

di  + 

rCosÀ  d L 

1 

r 

-i-  p * , — 

Ces  équations  expriment  que  les 

sommes  des  projections 

des  forces  sur  le  rayon,  la  méridienne,  la  tangente  ou  pa- 
rallèle, sont  séparément  nulles.  On  aurait  pu  y arriver  di- 
rectement sans  passer  par  les  axés  de  projection  auxiliaires, 
mais  les  calculs  sont  plus  simples  èt  plus  uniformes  en  sui- 
vant la  marche  que  nous  avons  adoptée. 

Aux  équations  (E)  il  faut  joindre  les  relations  (B),  qui 
deviennent  ici 

(B)  K„  = M,,  = Pr,  M,=  P„. 

Il  nous  reste  maintenant  à exprimer  les  pressions  en 
fonction  des  déplàcements  W,  U,  V estimés  respectivement 
suivant  le  rayon,  la  méridienne  et  la  tangente  au  parallèle; 
ce  qui  revient  à déterminer,  en  fonction  de  ces  déplace- 
ments, les  dérivées  partielles,  par  rapport  à x , y,  z , des 
déplacements  iv,  u,  v rapportés  aux  directions  ci-dessus 
prises  pour  axes  des  z,  des  y'  et  des  .r,  pour  z — r,  x==.  o, 
y—  o.  Le  tout  se  réduit  donc  à une  transformation  de 
coordonnées,  dont  nous  simplifierons  les  calculs  en  ayant 
recours  aux  axes  auxiliaires  des  x',  y\  z ' qui  nous  ont 
servi  plus  haut..  Les  formules  (C)  donnent 

cos  (x,  x')  = — sin^cosL,  cos  (■*,/)  — — sinÀsinL,  cos  (x,  z')=?  cos), 
cos(y,  ■*')  = — sinL,  cos  (y,/)  = côsL,  cos  (y,  z')  = o, 

cos  (s,  x')  — cos>cosL,  cos  (z,y')-=t  cos>sinL,  cos  (z,  z')  ■—  sinX. 

jj’iin  autre  côté,  si  l’on  appelle  r',  A',  1/  les  coordonnées 
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polaires  d’un  point  quelconque  de  la  sphère,  on  a 

x'  = r' cos?/ cos  L/, 
y'  = r ' cosV  sin  L/, 
s'=/-'sini'. 

Les  coordonnées  de  ce  môme  point  rapporté  aux  axes  ar, 
y j ^ seront,  par  suite,  en  substituant  et  réduisant, 

x =x' cos(x,x')  4-_y'cos(x,^')  -+-  z'  cos  (zr,  z>/) 

= r'  [sinX'cosX  — siuXcosVcos  {L'  — L.)], 
y — x'  cos  (j',  xf)  -+-ÿ  cos[y,y')  -J—  z'  cos(/,  a') 

= r'  cosV  sin  ( L'  — L), 

s = x'cos(z,x')-j-ycos  (z,  -4-  s'eos  (z,  z') 

= r'[sinXsinX'-4-  cosX  cosV  cos  (1/  — L ; ] . 


(F) 


puisque  dans  les  résultats 

on 

suppose  X'  = X 

= r,  on  obtient 

“ 

/ d\  i 

dl 

d\ 

l dx  r ’ 

~r  =°. 

dz 

= O, 

J d L 

</L  i 

dl . 

j ~dx~  °’ 

«■(r  ccosà’ 

dz 

— O, 

dr 

dr 

( dx~°’ 

dl 

= I . 

Par  suite,  si  F est  une  fonction  quelconque  de  cc , y,  z, 
on  a,  pour  les  valeurs  ci-dessus  des  variables. 


(G) 

dz  dr 

formules  dont  nous  trouverons  tout  à l’heure  l’application 
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On  a,  d’autre  part, 

u cos  {x,  x')  -+-  ecos  (j,  x')  -t-  «<cos  (2,  a:') 

= Wcos  ( W,  a/  ) -+-  Ucos(  U,  x')  -t-  V cos  (V,  x’), 

u cos  [x,  y ) -+■  v cos  (x,  y ) -1-  w cos  ( 2,  y ) 

= w cos  ( w,  y ) + u cos  ( u,  y ) 4-  vcos  c v,  y ), 

« cos  (a:,  z')  -+-  t>cos  ( y,  z')  -+-  «-cos  (z,  2') 

= W cos  ( W,  z')  -MJ  cos  (U,  z' ) -4- Vcos  (V,  z). 

Pour  obtenir  les  cosinus  qui  multiplient  W,  U,  V,  il 
suffit  de  recourir  aux  formules  (B)  posées  plus  haut,  en  y 
remplaçant,  dans  les  termes  symboliques,  R,  M,  P par  les 
déplacements  correspondants,  et  accentuant  les  X,  L,  r;  en 
ayant  égard  à ces  formules  ainsi  qu’aux  relations  (C'),  les 
équations  ci-dessus  combinées  par  addition  donnent  les 
suivantes  : 

« = W [sinX'  cpsX  — cosX'  sinX  cos  (L'  — L)] 

U[cosXcosX'  4-  sinXsinX'  cos  (L' — L)]  4-  VsinXsin  (L' — L), 

« = W cosX'sin(L'  — L)  — U sinX'  sin  (L' — L)  -t-  V cos  (L'  — L), 

«•=;  W[sinX  sinX'  -f-cosX  cosX'cos  (L'  — L)] 

4-  U [sinXcosX' — sinX'cosX  cos  (L' — L)]  — VcosXsin  (L' — L). 

y 

Si  l’on  différentie  ces  équations  par  rapport  à l’une  quel- 
conque des  variables  x,  y,  z , on  a,  pour  /•'  = r,  X'  = X, 
U = L,  les  relations  symboliques 

du  = dU  -t-  V sinX  dL  -f-  W d\, 

t 

dt>  = d\  4-  ( W cosX  — U sinX)  dL, 
dw  = </W  — U d\  — VcosX  dL  ; 
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par  suite,  en  ayant  égard  aux  formules  (F)  et  (G), 

du  _i_  rfü  W 

dx  r d\  r 

du  I i/U 
djr 
du 
ds 
do 
clx 
dv 

tr 

(lv  _ dX 
dz  dr  ’ 
div  i rfW  U 

dx  r d\  r 

dw  _ i dYf  V 

dr  ri osa  d\  r 

div  _ d\X 
dz  dr 


(") 


V 

. . r ■ ' ~ '«"g*, 

r cosA  (IL  r 

d U 

~d  r ’ 

l rfV 

r t/X 

' — — r •+•  - ( w — O tangX  ), 

rcosA  « L r 


La  dilatation  cubique  et  les  pressions  sont  alors  expri- 
mées [formules  (A)]  par 

i dX  a AV  — U tangX  - dXV 


_ i rfll 
r d\ 


r cos  X dL 
dW\ 


ilr 


Rr  = Z,  = fjt  ^A  • 

( i rfU 

M,„  = X*=f*  A -t-  a 7c—  4-  a 


(I) 


P,  =Yr  =(!■(. 


A 4-  a» 


r i/X 
i dX 


■?> 


AV  — U tansrX 


rcos  X i/L 


</U 


R"  — M'“  Zjr  ~ Xs  — rfr  + r d\ 


i rfAV  U 


R»  ==  Pr  = Zj.  = Y, 


i/V 

dr 


r 

i d W 

rcosX  rfL 


M, 


Yx 


1 '/U  a.  V t t - I r/V 

7 • -/r  + - tanyX  H 

rcosX  «L  r ° 
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Ces  formules  s’obtiennent  habituellement  en  détermi- 
nant, en  fonction  de^,  L,  r,  les  pressions  exercées  sur  trois 
éléments  respectivement  perpendiculaires  aux  x aux  y'  et 
aux  z\  puis  passant  de  ces  pressions  aux  R,  M,  P,  en  fai- 
sant usage  des  relations  auxquelles  conduit  la  considération 
du  tétraèdre  élémentaire.  Mais  la  marche  que  nous  avons 
suivie  nous  a paru  au  moins  aussi  naturelle  et  aussi  simple. 

Les  équations  générales  de  l’élasticité  en  coordonnées  po- 
laires s’obtiendront  en  substituant  les  valeurs  ci-dessus  des 
pressions  dans  les  équations  (L)  5 on  trouve  ainsi 


3^cosX^  + cosX^(^_^j 


— sinX 


IdW 

dr\J  \ 

d 

/ dr\ 

1 dW  \ “1 

\177 

dr  ) 

~ dL 

\ dr 

cosX  dL  ) J 

(J) 


[ 


cl\  1 d 

3 cosX  — H — 

«à  r2cosX  a L 


rfrU 

11 


-f-  pcosXr’R»  = o, 
dr  cosX  V\ 

dï  / 


, d (d W rfrUNT 

- cosX  Tr  [-ÜÏ  - HT)  J + p cosX  r M“ = °* 


I"  I f/A  d IdrV  1 d W\ 
cosX  d L dr  \ dr  cosX  d L / 


I d 

/ 1 drl) 

1 dr  cosXV\” 

r 1 </a 

\cosX  dL 

cos  X dr  ] 

-+-  p r P6  = o. 


Les  conditions  relatives  à la  surface  s’obtiendront  en 
exprimant  que  les  forces  élastiques  Rr,  R,,„  R^  sont  égales 
aux  composantes  estidiées  suivant  leurs  directions  des  forces 
qui  sollicitent  le  même  point  de  cette  surface. 

Les  formules  que  nous  venons  d’établir  peuvent  mainte- 
nant nous  permettre  d’aborder  la  question  suivante. 


187.  Équilibre  d' élasticité  d'une  croûte  planétaire  sphé- 
rique animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  au- 
tour d'un  diamètre,  sollicitée  par  la  gravité  et  soumise  à 
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des  pressions  normales  intérieure  et  extérieure.  — Soient  : 

g la  gravité  à la  surface  ; 

r,  et  r0  les  rayons  extérieur  et  intérieur; 

P,  ét  P0  les  pressions  extérieure  et  intérieure; 
e l’épaisseur  de  la  croûte; 

n la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  ; l’accélération  cen- 
trifuge sera  exprimée  par  n*rcosX. 


Il  est  manifeste  que,  après  la  déformation,  la  croûte  res- 
tera toujours  un  solide  de  révolution  autour  de  Taxe  des 
pôles,  et  que  les  molécules  qui  la  constituent  ne  seront  dé- 
placées que  dans  leurs  méridiens  primitifs. 

¥ Il  résulte  de  là  que  V = o et  que  les  autres  déplace- 
ments W et  U sont  indépendants  de  L;  les  formules  (I) 
deviennent  ainsi 


(K) 


« rfU  îW  — U tangX  d W 

— ITT  P —, — » 

r d\  r ur 


et  les  équations  (E),  qui  se  réduisent  aux  deux  premières, 


(L) 


dRr 

I 

dRm  _ 

aRr — 

Rm  tangX  — M„  — P, 

dr 

r 

rfX 

r 

4-  p«*rcos3X  — p g — rrz  o, 
r 1 

dMr 

, 

îM,- 

• Mm  tangX  -4-  R»  -+-  Pp  tangX 

dr 

r 

d\  T 

— pnVcosX  sinX  = o, 
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auxquelles  il  faut  ajouter  les  conditions 


4*3 


(M) 


Rffi  — o 

pour 

il 

Il 

Rr  = Po 

pour 

r = r„. 

Rr=P, 

pour 

r = r,. 

Si  l’on  pose 


U = U'  + U",  Vf  = Vf'  -t-  W", 


on  pourra  profiter  de  l’indétermination  qui  existe  entre 
ces  nouvelles  fonctions  pour  décomposer  chacune  des  deux 
équations  linéaires  auxquelles  conduit  l’élimination  des 
pressions  entre  (K)  et  (L)  en  deux  autres  : l’une  en  XJ1  et 
W',  renfermant  seulement  la  gravité,  l’autre  en  IF  et  W17, 
contenant  uniquement  les  termes  relatifs  à la  force  centri- 
fuge. Quant  aux  équations  de  condition,  on  pourra  de 
même  les  décomposer  en  deux  autres,  de  telle  sorte  que  P0 
et  P,  restent  seulement  dans  celles  en  TJ'  et  W'. 

Les  quantités  U'  et  W'  ainsi  définies  ne  seront  autre 
chose  que  les  déplacements  qui  résulteraient  de  .la  seule 
considération  de  la  gravité  et  des  pressions  intérieure  et 
extérieure,  et  IF  et  W"  les  déplacements  analogues  aux- 
quels donnerait  lieu  la  force  centrifuge  agissant  isolément; 
nous  sommes  ainsi  ramené  à résoudre  séparément  les  deux 
problèmes  suivants. 


188.  Équilibre  d’une  croûte  sphérique  soumise  à l’ac- 
tion de  la  gravité  et  des  pressions  normales  constantes  in- 
térieure et  extérieure.  — La  croûte  restant  nécessairement 
sphérique  et  les  déplacements  ne  pouvant  avoir  lieu  que' 
dans  le  sens  du  rayon,  U est  nul  çt  W est  indépendant 
de  L - *<♦  fer  -V  .*  ' 
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Les  formules  (K)  et  (L)  se  réduisent  à 


L élimination  des  pressions  entre  (K')  et  (L')  conduit  à 


r 

dA  1 

■'/nv  2 (dw  w\ 

t 

dr-  r \ dr  r 2 J 

J~~’ 

OU 

: ff 

a -H  ♦ * „ 

r . 

dr  p 

9 A 

d’où,  en  posant 

m I pÇ  t n 

6 f xr,  (i  f ir,  ’ 

■ 

rc  étant  le  poids  spécifique  de  la  substance,  et  en  appelant  a 

une  constante  arbitraire, 

7 


A = wr2  -+-  n . 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  A par  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  W,  puis  (pi  on  la  multiplie  par  r!,  on  aura 


,rfW  rtV}  r 

r-  + îffr=  — - — = mr*  + ar 1 
dr  dr 


d mi,  en  intégrant  et  désignant  par  b une  nouvelle  constante 
arbitraire, 


par  suile, 


DE  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 


Les  conditions  relatives  à la  surface  donneront 


4 1 5 


_ , J 1 , 5 4 b 

p*  — Y-  ( y «*.  + 3 « — 


— p.=f*  (y  "tr\ 


5 4 b 

"+■  ô a T ) » 

3 r\  ' 


d’où 


5 f*(ri  — ro) 

5 _ M _(r*-rj)  , P,r;-P,r? 

3 ' 5 ri  — r\  p (r;’  — rj)  ’ 


par  suite, 


m _ r‘(r?-r;)  — r‘(r}  — rj) +(rî— rj)rjr; 

tv  — — — irr — t; 

5 r2  (rj  — rj) 

P«r»  (rî  — r5)  + P,rJ  (r’-rj) 
r>(ri-rD 


Le  numérateur  du  terme  en  m de  cette  expression  est 
divisible  par  (/• — i\)  et  (r — r0),  puisqu'il  doit  s'annuler 
pour  /•=  r„  et  r = r,;  d’ailleurs  égalé  à o,  il  donne  une 
équation  du  cinquième  degré  en  r qui,  ne  présentant  que 
deux  variations,  ne  peut  avoir  d’autres  racines  positives 
que  r„  et  r,.  Donc  ce  numérateur  reste  constamment  négatif 
pour  toutes  les  valeurs  de  r comprises  entre  ces  deux 
limites,  et,  par  suite,  Rr  est  une  pression  sur  toute  la  sphère 
de  rayon  r. 

Nous  avons  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  déterminer  le  déplacement  W et  les  deux  forces  élas- 
tiques principales  d’égale  intensité  M»,  P,,.  Mais  pour  sim- 
plifier les  formules,  nous  supposerons  l’épaisseur  c de  la 
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croûte  assez  faible  pour  que  l’on  puisse  en  négliger  le 

carré. 

Posant  donc 

r=  r„ -h  t, 

on. aura  . 

, , i i 2e 

r>  = rl-h2r0e,  _ = , 

' ' 0 ' 0 

w=(r,'rî  + rr*+^)+^5mrJ+r-7f)’ 

r » i , 5 4*  /za  ,2^\1 

Rf  = ^TWr#  + -fl__+,^yWr,  + _jJ, 

„ V"  , 5 4i\ 

-P.  = ^TWr„  + r--j, 

_ r 1 1 , 5 4 b Z22  iaé\1 


d’où  l’on  déduit 

*“( 


P»  — P,  22 

■=■  mrt 

pe  5 


_ / P«  — P.  _ 22  \ '-J 

i2  \ e 3o*)  i2fi’ 


fl  = ^[-P“  + (P'-Pl)S-^ra4 

Ces  valeurs  substituées  dans  Rr  conduisent  à 

Rr  = -P,+  i(P0-P,), 

ce  qui  était  évident  à priori. 

Enfin  on  a,  pour  le  déplacement  W, 


W=  — f—  ï ( P»  — P,  — cre)  - 

fie  20 


tr. 


V„r,c 


>—  P,— P.-oe  + a 

lu  1 


H} 
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P r 

ou,  en  négligeant  P„  devant  — 


4*7 


20  p \ e e J 

r 20  fi  • ' \ e e ) 


W0  = __iL(po_p,_a(?) 

7.0  fie  11 


•w,  = -L-“-(p0-p,-CTf.)  2), 

20  (X  ' \e  / 


r0  20fj.r  ' 7 


w>  _ 1 ,p  p > /3r„  \ 

— — — — ( P„  — P,  — me)  I 5 ) i 

r,  20  fi  \ je  ) 


et  la  variation  subie  par  l’épaisseur  e est  représentée  par 


[ r„ 


W,  — W.  = — (P0  - P,  — me). 

. I O fJL  * 


Si  nous  appelons  Q la  valeur  commune  aux  deux  forces 
élastiques  principales  M,„,  P,,,  nous  aurons,  en  continuant 
la  même  approximation, 


^ R,  io  W i T „ 3 r„ 

Q-y-+-TPT-  3|— P.  + --  (P„  — P,~ ocy 

— I ( Po  — P*  — CT '’l  “ J’ 

d’où,  en  négligeant  P0  devant  P0  -% 


Q»= -°(P» — P|  oc)»  Ql  = Qa  4-  75  OC. 

2 C O 


Supposons  que  P0  — P,  — xse  devienne  nul,  après . avoir 
été  primitivement  différent  de  o;  on  aura 


W = o,  y,=  o,  Qe—  g a ; 


2" 
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ce  qui  revient  à dire  que  si,  en  se  déformant,  la  Terre  ne 
s'était  désagrégée  ni  fissurée,  elle  reprendrait  dans  les  con- 
ditions actuelles  sa  forme  primitive,  les  forces  élastiques 
perpendiculaires  au  rayon  devenant  nulles  à la  surface  in- 
térieure, et  des  tractions  à la  surface  extérieure. 

Admettons  maintenant  que,  par  suite  du  refroidissement 
du  noyau  liquide  intérieur  de  la  Terre  et  de  la  contraction 
qui  en  résulte,  P0  aille  en  diminuant;  W deviendra  néga- 
* tif;  l’épaisseur  e ira  en  augmentant;  Q0  sera  une«f>ression 
croissante  çn  intensité,  tandis  que  Q,  restera  une  traction 
ou  finira  par  devenir  une  compression.  L’écorce  terrestre 
pourra  donc  se  rompre  de  deux  manières  différentes  : i°  par 
arrachement  à l’extérieur  et  écrasement  à l’intérieur,  ce 
qui  donne  une  explication  fort  simple  des  tremblements  de 
terre;  20  par  écrasement  sur  toute  son  épaisseur. 

Dans  ce  dernier  mode  de  rupture,  la  matière  liquide  du 
noyau,  comprimée  par  les  roches  supérieures,  tendra  à en 
soulever  les  différentes  parties  dans  lesquelles  ces  dernières 
ont  été  divisées,  et  à arriver  jusqu’à  la  surface  de  la  Terre. 
On  retombe  ainsi  sur  la  théorie  relative  à la  formation  des 
chaînes  de  montagnes  due  à M.  Elie  de  Beaumont. 

L’ellipsoïde  d’élasticité  (*)  correspondant  à un  point 
quelconque  de  la  surface  extérieure  de  la  croûte  a pour 
équation 


la  surface  à laquelle  est  tangent  l’élément  pour  lequel  un 
rayon  vecteur  de  cet  ellipsoïde  représente  la  force  élas- 
tique, est  déterminée  par 


P, 


Q. 


= ±K, 


K étant  une  constante  positive. 


(*)  Voyez  les  Leçons  sur  l'élasticité,  de  M.  Lamé. 
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Si  nous  supposons  que  Q,  soit  une  traction,  cette  équa- 
tion correspond  à deux  hyperboloïdes  de  révolution  asym- 
ptotiques, l’un  à deux  nappes,  l’autre  à une  nappe,  et  l’on 
a pour  l’équation  de  leur  cône  asymptote 


F" 


y* 


et  la  force  élastique  sera  tangentielle  pour  tous  les  éléments 
tangents  à ce  cône.  L’inclinaison  a dé  ses  génératrices  sur 
la  méridienne  sera  donnée  par 

tanga  = y/- 

C’j^st  à cette  force  élastique  taogenlielle  T,  représentée  par 
le  rayon  vecteur  de  l’ellipsoïde  d’élasticité  déterminé  par  la 
droite 

Z X 


et  dont  la  valeur  est  • 

T = v^pTQ,, 

que  paraissent  dues  les  ruptures  par  glissement,  connues 
en  géologie  sous  le  nom  4e  failles. 

Nous  n’insisterons  pas  davantage  sur  ces  considérations 
basées  sur  l’hypothèse  d’une  homogénéité  constante  et  d’une 
sphéricité  parfaite.  . 

189.  Équilibre  d ’ élasticité  d'une  enveloppe  homogène 
animée  d'un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour 
de  l'un,  de  ses  diamètres  (*).  — Si  l’on  remarque 


(*)  M.  Lamé  a donné  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées (yWo’é)  les  intégrales  des  équations  d’équilibre  d’élasticité  des  enve- 
loppes sphériques,  quelles  que  soient  les  conditions  relatives  à la  surface, 
et  dans  ce  qui  suit  nous  ne  ferons  qu’appliquer  la  belle  méthode  qui  l'a, 
conduit  à ce  résultat. 

27. 
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que 


R„  = /?srcosX,  M„  = — n'r  sin)  cosX,,  P»=o,  V = o, 


dVt 

rfL 


d U 
r/L 


et  que  l’on  désigne,  pour  abréger,  cosA  par  c,  les  équa- 
tions (J)  deviennent 


(') 


dà 

dr 

dA 

dï 


i dc'L  _ 

r HT  ~ 


— cos’Xr3, 

t1 


d Z pn*  . 

——  — — sinXeosXr’, 
dr  fi 


en  posant  comme  plus  haut 


(») 


_ i dr3  W l de  U 
r 2 dr  rc  //X 

et,  de  plus, 

rfW  drll 

d\  dr 


Z 


Or  il  est  facile  de  trouver  des  intégrales  particulières  des 
équations  (i),  et,  par  suite,  d’en  ramener  l’intégration  à 
celles  de  ces  mômes  équations < privées  de  leur  second 
membre.  En  effet,  on  voit  que  ces  équations  peuvent 
être  vérifiées  par  Z = o et  «par  une  valeur  de  A de  la 
forme  ar* cos* X,  a étant  une  constante  déterminée  par  la 
relation 


On  a alors 


dV/  _ dr\) 
d\  dr  5 

i dr3 W i i.  f/cU  i pn’r2 

r1  dr  rc  d\  6 f* 


cos’X, 


équations  qui  doivent  être  évidemment  satisfaites  par  des 
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expressions  de  la  forme 

W = br3  +y>3cos,i,  U = h sin>  cosXr1, 
b,  f , h étant  des  constantes  liées  parles  relations 


4a  i 


— f—ih,  5b  — i.h  = o,  5f-\-5hz= — - 


i pn 1 


d’ 


ou 


*=‘  t£,  »=■£;•. 

21  p 4 2 io5  (A 

On  a ainsi  le  système  de  valeurs  particulières 


Z„  — o, 
A, 


i p/zJrJ 


cos1  A, 


(3) 

Si  donc  ou  pose 

(4) 


W.=  ^(l-cos’xY 
21  p \5  ) 

i pn*r3  . 

tlo  = 7—  ■ sin  X cos*. 

42  p 


U = U.  + «, 
W = W,  + w, 
A = Aç  -f-  S , 
Z = Z0  -+-  Ç,' 


les  équations  (1)  et  (2)  deviendront 


(5) 


(6) 


[ 3 , dà  1 da£ 

I »="• 

37n-d?=0i 


\’=7. 

i <-5? 


1 rfr1»'  1 rfca 
rc  ’ 


tir 

dru 
d\  ~dr 
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Les  formules  (K)  seront  remplacées  par  les  suivantes  : 


(7) 


=-f"’r'  (à  + S c“’x)  + ' [,+  7 (È  + ")]’ 


M 


Pp  = 


pn‘r*ji  q \ T.  -îliv — utancXH 
P '*+gcos  *X)  + p^+  ^ —J» 


7 \5  6 

„ » pn'r*  . , , (du  i <4*-  «\ 

R,„  = M,  = r sin  à cos  X •+  u - — I | 

7 \dr  r dk  r ) 

o,  M,  = P*  = o, 


Rb=P, 


et  pour 


r = r„  et  r=  r, 
on  aura  les  deux  conditions 
dw 

\ a- + 2 

(8) 


(*+•£— ^(s-ï-O1 


dr 
du  U 
dr  r 


2 dr 


IV 


— sinXcosX. 


Cela  posé,  occupons-nous  de  la  recherche  de  déplace- 
ments «,  w,  £,  d.  Si  l’on  ajoute  les  équations  (5),  respec- 
tivement difîérentiées  par  rapport  à r et  X,  on  obtient,  en 
supposant  que  la  seconde  ait  été  multipliée  par  c avant  la 
différentiation,  puis  divisée  par  c après  cette  opération, 


. , dS  dS 

dr  T dc  T 
dr  1 dk 


dr 


c d\ 


ou,  en  posant  sinX  = «, 
(9) 


dr 


dr  do. 

En  faisant  dans  cette  équation 

* = Q'r\ 
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<j  étant  un  nombre  entier  posilifetQ.,  une  certaine  fonction 
«le  a,  on  aura,  pour  déterminer  cette  dernière, 


(10) 


f/a 


“f-  v (v  -f-  l)  Q,  — O, 


ou 


(,_a,)i^_2aTr+v(v  + ,)Q“  = 0- 


On  sait  (80)  que  cette  équation  linéaire  est  vérifiée  pat  le 
polynôme 

V ( V I ) V ( V 1 ) ( V 2 ) ( V 3) 

x„  = a» A ■ «»-*  4-  , . n -/  • a"-*.  • • ■ 

2 { 2V  — l)  2.4-(2v  l)(2v 3) 

Pour  trouver  l 'intégrale  complète  de  l’équation  (10),  po- 


sons 


il  vient 


Qv  — zXy  ; 


d1  z 

(l_aMX,._  4-2 
dz 


r,  -id* 

[(‘  ~ “ } ~y  “X,J  dü=  ’ 


ou,  en  représentant  — par  t , 

dt  / î d\v  a \ 

T- 4- 2 — • -r r -.0  = 0, 

rfa  \XV  na  l a’/ 

<7*  / I arfa  \ 

7+ï  =0, 

et,  A',  étant  une  constante  arbitraire, 

logf  4-  logX?  4-  log  (i  — «4  = logA',, 


~ x;(i— «*j 

d’où,  en  désignant  par  A„  une  autre  constante  arbitraire, 


f 

■ xï(»-«*) 
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4*4 

el 


, C*  dùL 

Qv  = AvX„-f-  Av  X»  J ^ j — 


Le  second  terme  de  Qv devenant  infini  (*)poura  = i,  il 
faut  nécessairement  que  A!,  =o;nous  ne  pouvons  donc 
prendre  que 

Q>  = AvXv; 


tandis  que  si  la  sphère  était  limitée  vers  le  pôle,  par  un 
cône  de  latitude  par  exemple,  il  y aurait  lieu  de  conserver 
le  second  terme.  Ainsi  l’équation  aux  différentielles  par- 
tielles (9)  est  vérifiée  par 

<î  = A vX,r\ 

On  reconnaît  sans  peine  qu’elle  est  de  même  satisfaite  par 
cette  autre  valeur 


3 — Bv+,  Xv  • 


B,+i  étant  une  seconde  constante  arbitraire;  nous  pourrons 
donc  prendre  pour  l’intégrale  générale  de  cette  équation  la 
série  indéfinie 

. y =roC 

(">  *=  2x-(A-"+£s)' 

V =0 

Dans  le  cas  d’une  sphère  pleine,  il  faudra  supprimer  le 

deuxième  ternie  qui  deviendrait  infini  pour  le  centre 
du  solide. 


(*)  Car  soit  Xv’  la  plus  grande  valeur  de  X*  .pour  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  0 et  1,  on  a 


qui  n'a  pas  de  limite. 
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Les  équations  (5),  qui  rentrent  maintenant  l’une  dans 
l’autre,  puisque  l’expression  (n)  vérifie  l’équation  (9),  qui 
résulte  de  leur  combinaison,  donnent,  en  posant  y ==cÇ, 


De  cette  dernière  formule  on  déduit,  en  représentant  par 
y(<x)  une  fonction  arbitraire  de  a, 


*-*!«-*  2 £0— 


eu  portant  cette  valeur  dans  la  première,  pour  obtenir  cj»(«) , 
on  trouve 

vr'+<  „ rfJXv  dX, 

f'W=-3  2.(,— 

y = O 

+ V ( V -J-  I )Xï^J  = O . 

est  donc  une  constante  arbitraire  que  nous  représente- 
rons par  Cj  nous  pourrons  alors  écrire 

(,a)  Z = G + 3 — )• 


Il  nous  reste  maintenant  à trouver  u et  iv;  remarquons 
pour  cela  que 

dw  dru  1 


(>3) 


dr  dr  cX’ 

I dr‘iv  1 de  u 
r*  dr  ^ rc  d\  ' 
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et 

(.3') 


, . dw  drcu 


1 dr 1 w 
~dr~ 


du. 
de  ru 


du 


dr 

r?S. 


X. 


Pour  intégrer  ces  équaiions,  posons 

w — w'  -+-  w" , u = u'  -+-  u", 

w'  et  u1  étant  des  intégrales  particulières  qui  doivent  en 
rendre  identiques  les  .deux  membres,  et  w"  et  u " les  inté- 
grales générales  des  mêmes  équations  sans  second  membre. 
D’après  la  première  des  équations  (i3),  on  a 

dw"  _ dnS_ 
d\  dr  ’ 


ce  qui  suppose  que  w"  et  ru"  sont  les  dérivées  respectives 
d’une  même  fonction  F par  rapport  à r et  à Cette  fonction 
sera  déterminée  par  la  seconde  des  équations  (i3  ) ou  par  la 


suivante  : 


. ,dV  j dF 
,drTr  idC~di 


ilr 


rc  d\ 


qui  est  identique  à l’équation  (9)',  on  a donc,  pour  son  in- 
tégrale générale,  A.,  et  Bv+1  étant  des  constantes  arbilraiies. 


V = 00  , 

f = 2x,(a>- +?s;), 


par  suite, 


<*4) 


v . 

s = ^ Au  — (v  > *»+•  7 * 


v = © 
y sssoc 
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Si  nous  ajoutons  les  équations  (i3;)  respectivement  dif- 
férentiées  par  rapport  à a et  r , nous  obtiendrons,  en  ayant 
égard  aux  formules  (5'), 


, , da>' 

d(  i — a’i  

da  d'lr7iv'  dy  dr7S  } d S'  dr*3 

d a tir2  tl  a dr  dr  dr 


V O. 

= [*M«~ 


v)  r -(-  aBvn-i  (»  -4-  2) 


r-]' 


Posant 


«•'  = Sy+l 

r' 


ou  aura,  pour  déterminer  les  coefficients  S„+,,  T„  supposés 
uniquement  fonction  de  a, 


d[i  — a* 


- . d S„ 


da 


da 


(»  -t-  3)  (>  -t-  2)  S.,+,  = Xv.  2 A»  (1  — »), 


da 


(v  — 2)  (v  — 1)  T»=  X,.2Bv+i  (v  4*  2). 


Si  l’on  compare  respectivement  ces  deux  équations  aux 
deux  suivantes  : . 


4-  v (v  -t-  1 ) X,  Av  — o , 


j,  , , dXj&v 


d{  I — a2) 


rfX»Bv+i 

da 


da 


' V ( * 4“  I ) Xv  By 


O, 


on  reconnaît  sans  peine  qu’elles  seront  vérifiées  par  des 
expressions  de  la  forme 

” y AyXvj  Ty  7 B„+,  Xv  , 
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y et  y'  étant  des  constantes  déterminées  par 


(v  -f-  3)  (v  2)7  — v(ï  + i)7  = î(i  — v), 
(ï  — 2 ) (v  — 1)7'  — v(v-t-l)7'  = 2(»-t-2), 


d’où 


y 


2v  -4-  3 
V -4-  2 


Nous  aurons  donc 

v = 00 

(,5)  = 2Xv[~  Av 


(v  — I ) (v  -f-  2)  1 

— — -—5  r‘,+1 — Bv+t  ^ ' 

2v  -1-  3 2 v • 


+ 2)  1 'I 

1 — * r»J 


Enfin,  pour  avoir  u\  nous  aurons  recours  à la  première 
des  équations  (i3')  qui  donne 

V = 00 

— cru'  = J ydr  (1  as)  j ^-dr=Cr-h  (>  — «’) 


H !_] 


X a 


[’ 


y -4-4) 


(v-3) 


(»  + i)(2«+3) 


1(2» 


d’où 


— c v j dx, r (y +4)  . By4.,(v  — 3)  il 

7 * d*  L ’(vq-l)(2v  + 3)  v(2v— I)  '"J 


✓ 


et  comme  u!  doit  rester  fini  pour  a = i,  il  faut  que  C = o 
et  l’on  a tout  simplement 


— -,  , ; f/Xi  r A»(v 

■ = 5>~“ L-(rny 


A»(v  + 4) 


Bv+1  (v  — 3)  1 


— 3)  .1 

-«)  'yJ 


) (2v  + 3)  v (2  v 

Par  conséquent,  les  valeurs  les  plus  générales  de  u et  w 


Digitized  by  Google 


UK  MÉCANIQUE  céleste. 


429 


seront 


{'7) 


(v i) 

r*~l — A y - — 

2v-h  3 


V — 

u>=  ^Xy  |vA« 

y = O m 

, . ' 1 „ v -+-  2 I "1 

— (,-Hi)By+I—  -By^— — r -J, 

V — 00 

21  ■ ■ Xy  r / A y ( V -f-  4 ) 

^l_*’  *r[A’r’_  — (.+  1)  (iv  + 3)'’  ' 

+ BU,4=+B.„J^il- 

v(2v— i)r>J 


Vf  2 V 


Il  nous  reste  maintenant  à calculer  les  constantes  indé- 
terminées Ay,  A*.  By+1,  B',.,.,  au  moyen  des  équations  de 
condition  (8)  qui,  en  ayant  égard  aux  valeurs  précédentes, 
et  représentant  par  r,  l’une  ou  l’autre  des  limites  de  r, 
deviennent 


t = ou 

2x,[,v(,-.)  A: 


5*{» I ) 5 v 

?.v  -t-  3 


-I-  2 (v  -t-  T ) (v  -4-  9.)  Bvh_,  -773 
r, 

2 (v -+•  l)  (v-t-9,)  — 5 


By. 


'T'] 


(,8K  =-7jr  (S — îr t:os3X)  ’ 

/ = CO 

/ -rfXyT  » y— y ?.(v-|-  l)2 3 y 

2»’  — 3 T 
» \ v+l  I 

îv  — 1)  r,- 


_BU,Î^-B: 


y + . 7^3  “»+'  , 

Ti  v(2i 


' sinXcosX. 


7 P 


Pour  simplifier  l'écriture,  nous  représenterons,  dans  ce 
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qui  suit,  respectivement  par  H.,  et  K»  les  coefficients  de  Xu 

et  ^ i — «*  des  expressions  ci-dessus. 

La  détermination  de  Hv  s’effectuera  très-facilement  au 
moyen  du  théorème  connu  (81  ) 


o si  v^v', 


I XvXjit/  a = \ /•-*->  , 

J-,  I Xjrfa  si  v = v\ 


Nous  aurons  ainsi,  en  multipliant  la  première  équation  (18) 
parXada  et  intégrant  entre  les  limites  — i et  -f-i. 


(•9) 


Hu  = 


(k' -f *')“* 


7f* 


x: 


(la 


Pour  obtenir  K-,,  .nous  nous  servirons  de  la  propriété 
suivante  des  fonctions  X„, 


+ 1 , rfX,  , rlXji 

V « — a2  — — v i — a2  — ; — (la  — 
i , da  du  | »[v  + i 


o si  v>v'  (*) 


X7*—  1 

Xyf/a  si  , v = 
qui  n’est  qu’un  cas  particulier  d’un  théorème  plus  général 


("  ) Cette  formule  s’obtient  en  multipliant  par  — lVquntion 


+ ï(v  + l)  X v ~ O, 


et  intégrant  par  parties. 
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«lû  à M.  Lamé  (*)•,  on  arrive  de  cotte  manière  à 


43 1 


K,  = - 


C + 1 dX,  ; 

I ——  a ( 1 — a’ 

p/i’r’  1 ./—i  “a  1 


k/a 


7(*  v (v  -h  1) 


X-t-i 

Xv’rfa 

ou,  en  intégrant  par  parties, 

Ç X,(i-3ï!)rf<« 

l’r,  1 J_, 


( 20  ) K-, 


?” 


7f*  v(v  + l) 


(»  -+*  l)  / XÜrfa 
«/ | 

Nous  sommes  ainsi  conduit  à calculer  /_> 

* ( p étant  un  nombre  entier  que  l’on  devra  successivement 

X-t-  ■ a 

\,da. 

190.  Détermination  de  I Xva>’  du,  I X„!  t/a. — 
L’équation 


(10) 


..  rfX, 

( 

jj (-»(.+ IJ  X,_o, 


multipliée  par  ap da,  donne,  en  intégrant  par  parties, 
v(v-f-l)  J'xyal’dx= — j' a.!’ d 1 — a’) 

= — aP(  1 — a1)  4-  p J' [ 1 — aJ)aC-'  d a. 

— _ ap  ( 1 — a:)  _1J  _|_  ;,X„  (l  — a1)  af^1 
(l  a 

— P J'  Xv.\(p  — i)«A-s—  (p  + i)aCj//a; 


(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées t i85^. 
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d’où  ,A 

l »[  (vi+-i)  —P  (P  “H  I )]  f Xy  'Jfidu. 

(21)  I • +i 

/ = — p{p  — i)  J 

Cette  formule  permet  de  voir  que  : 

i°  Pour  toute  valeur  de  v différente  de  l’unité,  on  a 
Xv«r/«  = o; 

X-4-I 

X.,a*<7a  = o pour  toutes  les  valeurs  de  v auti 

que  v = o,  v = 2. 

La  même  formule  donne 

J'  X„aVa=:  — j' 

X— *— I 

XjaV/a  } 


res 


mais 


mais  on  a 


Xo  — i y Xt  — o.y  Xj  — a2-—  ~ a j 

X— f—  i 

X„  af  dot. , diffé- 
rentes de  zéro, 


(«) 


X,f/a  = 2, 

/"+1  2 

J X,af/a  = 

X-4"1  2 

XoaV/a  = -, 

jf  X.«*rf«=rJ-J.^. 
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Il  suit  de  ce  qui  précède  que  II.,,  K..,  seront  uuls  pour 
toutes  les  valeurs  de  v différentes  de  o et  ?..  Nous  n’avons 

X-M 

XJ  da 

On  voit  facilement  que 


que  pour  v = o,  v = 2. 


XJ  doc  = 2, 


(*) 


j: 

jO-r  s JT  x‘"*= 5 - H- 

En  portant  les  valeurs  (a)  et  (ù)  dans  les  formules  (19)  et 
(20),  on  trouve 


(22) 


i.  ?n'r] 

“”-45— ’ 

n '9  fn'rl 

4*2  f*  - 

K •=;(*>’ 

K - 1 ^ 

iV7 7 • • 

*4.  p 


191.  Calcul  des  coefficients  A„,  A'^ , B„+1,  B'  ,.  — On 
reconnaîtra  sans  difficulté  que  ces  coefficients  sont  nuis 
lorsque  v J>  2 5 de  sorte  qu’il  nous  suffit  de  considérer  suc- 
cessivement les  cas  où  v = o,  v = 1,  v = 2. 

Pour  v = o,  on  a 


5 

3 


4B',7i 


P «VJ 


le  ternie  en  B,  étant  infini  dans  la  deuxième  des  équa- 
tions (18),  il  est  nécessaire  que 

B,  = o. 


(*)  Ce  qui  indique  que  la  relation  entre  K„,  A'„,  A„  c»!  satisfaite  d’elle- 
nième. 

28 
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On  a ensuite 


P*’  'SW-»-;) 

f*  r>— r\ 


A, 


3 p n‘  /■?  — r\  . 
5 45’  y ’ r]—r\ 


Quant  à la  constante  A',,  elle  11’existe  ni  dans  iv  ni  dans  u, 
f/P. 

puisque  -j—  — o. 

Pour  v = 1,  on  a 


par  suite, 


A 1 1 a B 5 • — -f-  7 B, 


A,=o,  B',  = o,  B,=  o. 


A\  reste  indéterminé,  et  cela  devait  être,  car  il  est  facile  de 
s’assu  rcr  que  ce  coefficient  correspond  à des  déplacements  des 
points  du  corps  compatibles  avec  l’hypothèse  de  sa  solidité. 
Pour  v = 2,  on  a les  équations 


(B) 


2 A',  -h  - A ,r?  + 24  B',  • — 

2 A, A, r*  — 8B'j  • — 

7 * »? 


42  y ’ 

.4  p ’ 


qui,  eu  y supposant  successivement  i = o,  1 = 1,  donneront 
quatre  relations  entre  les  coefficients  A',,  A,,  B's,  B»,  au 
moyen  desquelles  011  les  déterminera.  Mais,  avant  d’aller 
plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que  les  autres  coefficients 
étant  nuis,  w et  u ont  pour  valeurs 


3 


A ,/• — 


K 

r 1 


u = 2 sin)  cos). 
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Le  calcul  des  coefficients  A',,  Aj,  B3  B',,  ne  présente  aucune 
difficulté;  mais,  comme  il  conduit  à des  expressions  très- 
complexes,  nous  laisserons  de  côté  le  cas  général  pour  ne 
considérer  que  celui  d’une  enveloppe  très-mince,  dont 
l’épaisseur  soit  négligeable  devant  le  rayon  intérieur  ou 
extérieur.  Si  nous  posons 

r = r,  -4-  t, 

il  vient,  en  supprimant  les  secondes  puissances  de  e et  lais- 
sant de  côté  les  coefficients  indéterminés, 


X ( 2 A'  r,  — 


3 A, 


12 


B'.  8 


u = 2 sin).  cosX 


Les  formules  au  moyeu  desquelles  on  calculera  les  coeffi- 
cients A',,  A,,  etc.,  s'obtiendront  en  supposant  i = o,  dans 
les  équations  (B),  et  enjoignant  aux  deux  équations  obte- 
nues leurs  dérivées  par  rapport  à ;0,  on  a ainsi 


2 A',  r„  -f-  - A,rj  4-  24B3  4 
7 

-A,rJ— 6oB'3  4 
7 r, 

îA',r, A.rJ — 8 B'  — 

7 < 


|9r>  1 
3 3 r; 

2 


S *>3 


42  ft  ’ 

'9Pn2rl 
42  ’ 

» p"'rl 

.4  P ’ 


t>  _ I O 

— AjCj  4-  20  B^,  — -+-  -j 
7 ' « M 


5 B 1 — 
B,-_ 


«4  p 

28. 
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V . _ '6-  P»' r>, 

A’  ”--45 ô-^-1 


A ,/•?  = — 


3?  P'*’rl 

5o  u 


Ëî  — _ A.  pf!r 

~~  ?5  (i 

B,  28  pn’rj 

. 'T  ~ 75  F 

Les  formules  (A)  donnent 


51 

r? 


I il 

6 43  F 5 


A«  rfl  — 


1 1 prt’rï 


45  (A  ’ 

et  en  faisant  les  substitutions  on  trouve 

«’=  P"  -0  j — (92  — «99“’)  -+-  - --  (1  — 3a=  I • 
p L2,°  r,  70  ' 

«=C^tinicosxf_ü+glV 

fi  V 2 1 35  r„  / 

Si  l’on  se  reporte  aux  valeurs  (3)  et  (4),  on  obtient 

1 IT  P"’^  1 / l3  * \ . 

1 U=- ( — i H — f. — | sin>  rosÀ. 

F 2 \ 5 r,J 


L’approximation  avec  laquelle  nous  avons  calculé  les 
coefficients  inconnus  exige  cjue  nous  prenions  tout  simple- 


ment 


(*4) 


| W = t2Si  (4cos’i — 5sin’^), 

j U — — 1 gin  \ cos>. 
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et  la  variation  de  l’épaisseur  a pour  expression 


4^7 


(t5) 


W,  — W. 


IO  [I 


Les  formules  (24)  et  (25)  conduisent  aux  théorèmes  sui- 
vants : 


192.  i°  L’ aplatissement  au  pôle  est  égal  à cituf  fois  le 
quart  du  gonflement  de  l'équateur , et  le  point  de  la 
croûte  pour  lequel  le  rayon  n’fi.  pas  -varié  correspond 

à tangX  = y/g»  joi/(  X = 4i°48,37ff. 

20  L' épaisseur  est  restée  constante  au  pôle,  mais  elle  a 
subi  une.  diminution  qui  va  constamment  en  augmentant 
à mesure  que  Von  s’approche  de  l'équateur. 

3°  Le  déplacement  maximum  dans  le  sens  de  la  méri- 
dienne et  la  différence  maximum  des  déplacements  ana- 
logues à l’intérieur  et  à l’extérieur  de  la  croûte  correspon- 
dent à X = 45  degrés ; ces  déplacements  sont  négatifs. 

Il  est  maintenant  aisé  de  voir  que  la  courbe  méridienne 
déformée  est  une  ellipse:  en  effet,  si  l’on  désigne  par  r1  et  X' 

les  nouvelles  valeurs  de  r et  X,  on  a,  eu  posant  ' - = a, 

f* 

r’  = r, 4-  W = R„  -)-  a ( 4 cüs5  1—5  cos'l }, 

V = 1 -f — - = 1 — 5 - sin  1 rus  1 ; 
r r„ 


ou,  en  négligeant  la  deuxième  puissance  de  la  quantité  a, 
qui  est  très-petite  dans  le  cas  de  la  Terre, 

r1  = r„-+-  a cos’V  — 5 sin'!'). 

Soient  x,  y les  coordonnées  d’un  point  de  la  courbe  mé- 
ridienne rapportée  à I axe  des  pôles  et  à sa  perpendiculaire 
au  centre  de  la  sphère.  Il  est  clair  que  l’on  aura  avec  la 
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même  approximation 

y/x* -+-/>=  r,+  ^ (4  J'2—  5x'), 
r 0 

a? -h  ?'=  r\-\-  — (4r* — 5x’), 

r> 

et  enfin 

. •r,(,-87l)  + x,(,-H,°7a)  = r»’ 

équation  qui  représente  une  ellipse  dont  les  deux  demi-axes, 
respectivement  égaux  à « 


sont  dans  le  rapport  i -+-  g — à i . 

r 0 

Quelques  géologues,  qui  n’admettaient  pas  la  doctrine  des 
soulèvements,  avaient  cherché  à expliquer  les  faits  qui  ont 
accompagné  la  formation  de  l’écorce  terrestre  en  supposant 
que  la  Terre  a éprouvé  à différentes  époques,  dans  son  axe 
de  rotation,  des  dérangements  dus  à des  causes  astrono- 
miques. De  celte  explication,  qui  est  peu  vraisemblable,  il 
résulterait  que  l’aplatissement  aux  pôles  observé  actuelle- 
ment est  dû  à l’action  de  la  force  centrifuge  sur  l’écorce 
terrestre  arrivée  à l’état  solide,  et  que  l’on  a par  conséquent 
<e  _ _i g p"2rl 

r>  299  lüf* 

Or  on  sait  que 

_ 40000000  544° 

nr>  3600X24’  ^ 

en  substituant  ces  valeurs,  on  trouve  que  le  coefficient 

5 

d’élasticité  E = - ja,  rapporté  au  millimètre  carré,  est  égal 

à 44  > 33o  -,  ce  coefficient  est  environ  égal  à deux  fois  et  demie 
celui  du  fer,  qui  est  de  tous  les  métaux  connus  celui  qui 
offre  le  plus  de  roideur.  On  11e  paraît  pas  s’ètre  occupé  jus- 
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qu’ici  de  la  recherche  des  coefficients  d’élasticité  des  espèces 
minéralogiques  et  de  leurs  composés  ; mais  il  y a tout  lieu 
de  croire  que  les  limites  entre  lesquelles  varie  le  coefficient 
moyen  d’élasticité  des  variétés  prédominantes  du  granité, 
qui  forme  l’élément  principal  de  la  croûte  terrestre,  sont 
très-différentes  du  chiffre  trouvé  plus  haut. 

On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède 


à 


— eos1  X , 


M.=  o, 


Vp  — g p/i’rJcos’X. 


Si  X = 90 degrés,  Mm=  Pp;  ce  qui  devait  être.  Quant  aux 
pressions  Rr,  Pp,  elles  sont  de  l’ordre  e,  et,  par  suite,  négli- 
geables par  rapport  à Pp,  dans  le  genre  d’approximation  que 
nous  avons  adopté;  nous  avons  donc  ces  trois  nouveaux 
théorèmes  : 

193.  i°  La  dilatation  cubique  est  positive  ; elle  est  nulle 
au  pôle  et.  maximum  à l 'équateur. 

20  Les  forces  élastiques  principales  se  réduisent  à une 
seule , dirigée  suivant  la  tangente  au  parallèle,  et  qui  est 
constamment  une  traction.  Les  points  de  rupture  par  arra- 
chement se  trouvent  à V équateur. 

3°  Les  forces  élastiques  correspondant  à un  même  point 
sont  dirigées  suivant  la  tangente  au  parallèle,  et  chacune 
d'elles  s' obtiendra  (*)  en  projetant  Pp  sur  la  normale  au 
plan  sur  lequel  elle  s'exerce,  puis  reportant  celte  projec- 
tion sur  la  tangente  ci-dessus. 

Ici  il  ne  peut  y. avoir  de  rupture  uniquement  par  glisse- 
ment. Les  failles  ne  peuvent  donc  servir  d’argument  en  fa- 
veur de  l’hypothèse  dés  changements  survenus  dans  l’axe 
de  rotation  de  la  Terre  dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 


(*)  Voyez  la  note  de  la  paye  joi. 
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L’augmentation  du  volume  4 itr*e  de  l’enveloppe  aura 
pour  expression 

TT 

21 trie  f cos3 A d\  • ÿ r° 

5 fi 

J 

en  d’autres  termes,  l'augmentation  de  volume  a eu  lieu  dans 

i . i ' 1 Pn*rl 

Je  râpport  de  i a — = • 

rr  io  p 

Il  serait  maintenant  facile  de  poser  les  formules  relatives 
aux  pressions  et  aux  déplacements  de  la  Terre  lorsque  l’on 
veut  faire  entrer  simultanément  en  ligne  de  compte  la  gra- 
vité, la  force  centrifuge,  les  pressions  intérieure  et  exté- 
rieure. Sans  insister  sur  cette  question,  que^uous  pouvons 
considérer  comme  résolue,  nous  ferons  remarquer  seule- 
ment que  le  cône  de  glissement  (*)  de vien  t ici  elliptique,  et 
que  l'inclinaison  sur  l’horizon  des  directions  du  glissement 
varie  avec  la  latitude  du  lieu. 

(*)  Voyez  les  Leçons  sur  L'élaslicilé , de  M.^Lamo. 
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NOTES. 


NOTE  I. 

SUR  LG  DÉVELOPPEMENT  DE  CERTAINES  FONCTIONS  IMPLICITES. 
(Formules  de  Lagrange.) 


Soit 

(i)  # z = x + ef{z) 

l’équation  qui  détermine  une  fonction  de  x,  f étant  une  fonction 
quelconque,  et  e une  constante  supposée  assez  petite  par  rapport 
à des  valeurs  de  x comprises  entre  certaines  limites,  pour  que 
l’on  puisse  développer  z en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  e. 

En  indiquant  par  l’indice  o les  valeurs  de  s des  dérivées  pour 
r—  o,  on  a 


or  on  a,  en  différentiant  l’équation  (i), 


th 
dx 

d'où 

(2) 

Cette  dernière  équation  donne,  en  ayant  égard  aux  précédentes, 


ch 


dz 
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Soit  <f  (z)  mie  fonction  quelconque  de  z,  on  a 


de 


-=?'(*) 


(<<•  fi  4»  . . <«  * 

rfe  r/jc  ^ 2 dxde' 


ou,  en  vertu  des  équations  (t)  et  (3), 


(4) 


en  remarquant  que 


(Ê) 


d2z 

dx1 


n’est  autre  chose  que  la  dérivée  de  <f[z)/(z)  — > par  rapport  à x. 

En  différentiant  l’équation  (2)  par  rapport  à e,  on  obtient,  en 
vertu  de  l’équation  (4),  en  y supposant  <p(z)  = f[z), 


d‘z 

~dc* 


.<Wa 

dx  ’ 


et  en  différentiant  cette  dernière,  et  supposant  <p(z)  = /(z)1  dans  la 
formule  (4)> 


on  a donc,  en  général, 


dnz 

lé" 


d*~'f[z)n 


dz 

dx 


dx*~' 


Mais  pour  e — o,  on  a z = x,  — =s  1;  par  suite, 
\ de " Jc  dx"~' 
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et  enfin  le  développement  de  z sera 

(5)  z — x -+•  ef[ x ) -+-  — — ■ ' r - -t- . . . -f- 
' 1.2  de 


d" 


1.2.3  ...ndx‘ 


—/X*)--! 


Proposons-nous  maintenant  de  trouver  le  développement  d’une 
fonction  quelconque  F (z)  de  z suivant  les  puissances  ascendantes 
dee;  la  formule  de  Mac-Laurin  donne 


. ,,,  . /rfF\  /rf’FN  /rf»F\  e* 

F(*)_T(*).+ 

Mais  en  ayant  égard  à l’équation  (4)  on  a 

dF  . . f/*i  . . . ..  . dz  • 

3?=f'Wæ=f'W/(.)s. 


a.r 

— - — =r  — - — = 

ae1  cfc 


de' 

et,  en  général, 


</ï| 


d"  F 


’zfe"  rir 


„ . rfz 

d ou,  en  remarquant  que  z — x,—  = i pour  e = o, 


/•rf»F 


Il  vient  donc  pour  le  développement  cherché 


(6)  F (z)  = F(x)+cF'(.r)/(r)  +... 


d— 


j.2.3 ...fi  dx*~ 


r[F'(#]']. 
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NOTE  II. 

sur  l’application  du  théorème  d’üamjlton  f.t  de  jacobi 

A LA  THÉORIE  DES  PERTURBATIONS. 


1.  Nous  allons  exposer  dans  cette  Note  les  résultats  remarqua- 
bles auxquels  Hainilton  et  Jacobi  sont  arrives  dans  leurs  recherches 
sur  l’intégration  de  la  dynamique  et  montrer  avec  quelle  facilité  ils 
conduisent  aux  expressions  des  variations  des  éléments  elliptiques 
des  planètes  dues  aux  forces  perturbatrices. 


2.  Des  équations  de  la  dynamique  dans  un  système  tic  coordon- 
nées quelconques.  ( Formules  de  Lagrange .)  — Considérons  un 
système  matériel  libre  dans  l’espace,  formédes  masses  m,»/,,  ni,,.... 
et  dont  les  coordonnées  sont  {te,  y,  z),  (j,,  ylt  z,}, ...;  appelons 
(X,  Y,  Z),  (X„  Y,,  Z,),.  . .,  les  composantes  parallèles  aux  trois 
axes  des  forces  qui  sollicitent  respectivement  ces  points. 

Les  équations  du  mouvement  de  tous  ces  points  seront  com- 
prises dans  la  suivante 


où  la  caractéristique  J indique  des  déplacements  virtuels  et  infini- 
ment petits. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  admettrons,  que  l’on  a,  comme  dans 
l’attraction  universelle,  • 

, z-lH  -v-  rfu 

dy  tfz  ’ Xl  — aï?'"' 

U étant  une  fonction  exacte  des  coordonnées  des  points  du  système 
indépendante  du  temps,  ce  qui  donne 


Y = 


(0 


v 

> rn  o x 

4*  l dp 


dp 


dy 


ti 

fit 


7 


au. 


Supposons  maintenant  que,  aux  coordor,  nées  rectangles,  on  sub- 
stitue un  même  nombre  v île  variables  imtA...  i 

. ' «dépendantes  a,  »!««»■••» 

liees  a ces  coordonnées  par  v é< , , . 

' , 1 v *I«utions  pouvant  contenu 

implicitement  le  temps,  et  appelons,  po m-  au  • , , ((< 

' ’ Par  rapportai,  temps. 
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Sx=yL'^iSu-  ^=22;^ 

r' : 

, i . • • 

"-2ss**  ' ‘ . 

i étant  un  nombre  entier  quelconque  compris  entre  o et  v — i .. 

A la  suite  de  ces  substitutions,  l’équation  (i)  donne,  en  identi- 
fiant dans  les  deux  membres  les  coefficients  «les  variations  d 


d U 

= 7 n>i 

du  dLi 


tf.T  dx  d'y  dy  </’  z dz\ 
dt 3 dt*.  dttj~^~  dt‘  du. 


d «-s  / dx  dx  dy  dy  dz  dz  \ 

dt^d  1 \ dt  dut  dt  dtij  dt  du,  / 


-2**V3 


\ dt  duj  dt,  du, 


dx  diij  dy  du,-  dz  ditj 

dt  dt  dt  dt  dt  dt 


Or,  en  employant  des  parenthèses  pour  distinguer  les  dérivées  par- 
tielles des  dérivées  totales  par  rapport  au  temps,  on  a 
, ( dx \ ^ tlx  dut  I dx\  dx  , 

x = \dt  )+2édïi-d7=  \d~t)+2d  du,  ">  > 


d’où 

i *' 

\ du' 

j dx' 

' du 

mais 

i=ra, 

\dtdu  J 


Vd'x 
u. 


d’.r  du : 


dt  \dtdu]  dtdUj  dt 

la  dernière  des  équations  précédentes  devient  donc 
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cÇ  qui  prouve  que  l’on  peut  intervertir  l’ordre  de  la  différentia- 
tion par  rapport  à a et  /,  comme  s'il  s’agissait  de  deux  variables 
indépendantes.- L’équation  (a)  donne  par  suite,  en  ayant  égard 
aux  valeurs  (2)  et  (3), 

du  dt2d  '\  ‘ du'  X‘  du'+‘  du') 

2 1 , , dy\  , dz'\ 

ou,  en  représentant  par. 


la  demi-force  vive  du  système. 


1 — 

du’  dT  d\] 


Cette  équation  et  ses  analogues  pour  les  autres  variables 
sont  comprises  dans  la  formule 


obtenue  en  faisant  leur  somme  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  variations  des  variables  correspondantes. 

3.  Forme  donnée  par  Hamilton  aux  équations  du  mouvement 
dans  le  cas  où  les  relations  entre  les  deux  systèmes  de  variables 
sont  indépendantes  du  temps.  — Dans  ce  cas,  T ne  dépend  que  de 
«,  . . , u',  et  comme  c’est  de  plus  une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  en  on 'a 

(6)  2 T — ^pu’, 

en  posant,  pour  abréger,  . 

d T 
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Mais  les  •dérivées  />,  étant  des  fonctions  linéaires  de 

u' , on  peut  réciproquement  exprimer  ces  dernières  quan- 

tités par  des  fonctions  linéaires  de  ces  dérivées,  et,  par  syite,  T en 
fonction  de  u,  ,p,  p„...;  soit 

(?)  T = F (p,p U,  U,,...). 

F.n  désignant  par  une  parenthèse  les  dérivées  .de  T prises  sons  ce 
nouveau  point  de  vue,  on  a 

/r/T't  z/T  _ z/T  y du‘ 

y du  ) du  dùi  du  ' duj  ^ du  * 

/ z/T\  y d ^ dli‘  V1  dll‘ 

\dp  ) du\  dp  dp 

Mais  en  différentiant  l’équation  (6)  par  rapport  à u et  p,  ou 
trouve 


d’où,  en  comparant  ces  équations  aux  précédentes, 


et,  par  suite,  l’équation  (4)  se  trouve  remplacée  par  les  deux  sui- 
vantes : 


En  faisant,  pour  abréger, 


T — U = H, 

et  remarquant  que  U est  "indépendant  de  u',  par  suite  de 

/r/T \ d H , . . 6,  , . 

p,  p,,  ou  que  j = -j—i  les  équations  (o)  deviennent 

dp  r/H  du  r/H 

dt  du  ’ dt  dp 

On  voit  facilement  que  ces  équations  et  leurs  analogues  établies 
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pour  tes  autres  variables  n„, . sont  comprises  dans  la  for- 
mule 

(io)  - . . • ■ ^j?(duSp — df>  s u.)  ■=  <tt  s a . ^ 


4.  Théorème  d’Hamilton  et  de  Jacori. JLorstj lia , dans  un pro- 

blème de  Mécanique,  le  travail  élémentaire  des  farces  est  la  diffé- 
rentielle exacte  d'une  fonction  des  coordonnées , les  intégrales  du 
problème  peuvent  s’exprimer  en  égalant  a des  constantes  les  déri- 
vées partielles  d'une  même  fonction,  prises  par  rapport  èi  d'autres 
constantes. — Soit,  en  ayant  égard  à l’équation  (-5), 


(il) 


g = jf  * (yj>du  — pdtj  = jf  {<2.1  — 11)  de  — J'  (T-h  U)dt; 


l’équation  t 1 ol , mise  sous  la  forme 

(12)  S^S^pdu — q H dt  — d ^ p 8 a, 

donne  par  l’intégration 

■'  1 3 ) $S  = '£(pSu  — p°Su<‘)i 

u°,  p“  représentant  les  valeurs  initiales  de  u et  de  j>. 

En  supposant  connues  les  intégrales  des  équations  du  mouve- 
ment, les  quantités  «,  u,, . . . , p,  />  ,,•••>  Par  suite  T,  U,  S,  seront 
exprimées  en  fonction  de  t et  de  2v  constantes  arbitraires  qtii  ne 
seront  en  résumé  que  les  valeurs  initiales  iia,  p°,p°,...  La 

formule  (t 3')  sera  identiquement  vérifiée  si  l’on  y remplace  S,  u, 
p,...,  Su,  Sp,...,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t , u°,  p0,... 
««“,  Sf°,...,  mais  les  relations  qui  lient  a,  avec  t,  u°, 

et  celles  (pii  résultent  de  leur  différentiation  par  3 permettent 
d’exprimer/»0,  p°,...,  Sp°,  Sp\,.-.,  par  suite  S et  p,  en 

fonction  de  «,  Su,  S à,,. . u°,  3 u°,  3u%...,  d’où  il 

suit  que  les  Su  restent  arbitraires,  comme  l’étaient  les  3 u°,  et 
qu’enfin  l’équation  ( 1 3)  se  décompose  en  j#  autres  de  la  forme 


(7) 

d s 

r/s 

(’/) 

d S 

d S 
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La  fonction  S,  dans  la  supposition  actuelle, ne  renfermant  que  les 
«arbitraires  «*,  «J,...,  les  équations  du  premier  groupe  ne  sau- 
raient être  des  identités,  etcommeelles  constituent  a relations  entre 
les  coordonnées  et  le  temps  et  iv  constantes  arbitraires 
elles  ne  peuvent  être  que  les  intégrales  finies  des  équations  du 
mouvement.  Les  équations  du  second  groupe,  formant  v relations 
entre  les  coordonnées,  le  temps  et  v arbitraires  sont  les 

intégrales  premières  des  équations  du  mouvement.  . 

Cela  posé,  l’équation  (i  i)  donne,  en  se  rappelant  queU  est  indé- 
pendant de  «' , 

t +u=f  = (rf7s)+y^',  < 

- dt  \dt  ) — du 


V ' • 
- ? — u , 

—*du 


du'  du  ~P' 

* 

et  l’équation  (6)  devient  par  suite 

.<*>  f+T  = ü’ 

Si  dans  l’expression  ((3)  de  T on  remplace  p,p,,...  par  leurs 
valeurs  (7'),  on  trouve 


K) 


dS  dS 
du  du, 


,...  , u,  = U, 


équation  qui  sera  identiquement  vérifiée  lorsque  l’on  y-  rempla- 
cera S par  sa  valeur  en  fonction  de  T,  u,  . . «•  «» 

* 771?  J " ) j 1 . 1 , 

car,  d’après  la  forme  des  intégrales  (7),  on  ne  peut  en  éliminer 
les  arbitraires/;0, . . . , de  manière  à arriver  à une  équation  non 

identique  entre  f,  «,  ««,  u\, Donc  l’équation  (i4)  . 

est  une  équation  aux  différentielles  partielles  à laquelle  doit  satis- 
faire la  fonction  S.  • 

D’après  le  principe  des  forces  vives  on  a T — U = T,  — U„ 

T„  et  U0  étant  les  valeurs  de  T et  U correspondant  à l’instant  ini- 
tial ; d’où, 

d S 

“H  T»  — U„ , 


t d S dS 


. , «%  «*,..  .j  =U,, 
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seconde  équation  aux  différentielles  partielles  à laquelle  doit 
satisfaire  la  fonction  U;  mais  il  est  inutile  d’y  avoir  égard,  et 
l’équation  (i4)  suffit  pour  déterminer  la  fonction  S,  de  manière 
à en  tirer  par  la  différentiation  les  intégrales  premières  et  finales 
des  équations  du  mouvement. 

Au  lieu  de  considérer  S comme  une  fonction  de  2v  -f-i  varia- 
bles, ty  u,  U, , . , . , M°,  devant  satisfaire  aux  équations  (i4) 

et  (i5),  on  peut  la  regarder  comme  une  fonction  de  v H- i quan- 
tités t,  «,  par  rapport  auxquelles  elle  est  difïérentiée 

dans  l’équation  (i4).  Une  solution  complète  de  cette  équation 
qui  renferme  v i variables  indépendantes  devra  renfermer  v 1 
constantes  arbitraires,  dont  l’une  sera  nécessairement  jomte 
à S par  addition,  puisque  la  même  équation  est  aussi  satisfaite 
par  toute  valeur  de  la  forme  S -H  constante.  Faisons  abstrac- 
tion de  cette  dernière  constante,  et  désignons  les  v autres  par  a, 
an  , soit 

S — , H,  , . . . , a,  «|  , . • . ) 


une  solution  complète  de  l’équation  (j4);  nous  allons  démontrer 
qu’en  désignant  par  a',  a', , . . . , v autres  constantes  arbitraires, 
les  équations 


(.6) 


d S , r/S 
— — — a , — a,,... 

«a  fia, 


seront  les  intégrales  finies  des  équations  du  mouvement.  En  effet, 
en  différentiant  les  équations  (i4)  et  (16)  respectivement,  par 
rapport  à a,  a, , . . . et  f,  on  a 


d3  S d F d3  S 

da.dt 


r / dS\  f/a 
\du  j 


du 


d3  S 

d ci  lit 


2“ 


, rf’s 

du  d a 


c’est-à-dire  deux  systèmes  d’équations  linéaires  identiques  dont 
les  inconnues  seraient  d’une  part — ^ . • ..  et  de  l’autre  u'..., 


(S) 
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ce  qui  exige  que 


rfF 


'(=) 


> «. 


mais  la  seconde  des  équations  ( 7 ) donne 
, dF 

“ = -j -» 

dp 


45> 


d’où  deux  nouveaux  systèmes  d’équations  identiques  dont  les 
inconnues  ont  par  suite  les  mêmes  valeurs,  et  l’on  retombe  enfin 
sur  l’équation  (7'}. 

Les  équations  (7')  et  («4)»  respectivement  différentiées  par 
rapport  à f et  u,  donnent 


d’S  d'S  , dp 

du  dt  2*  du  dut  dt 

d'S  -ri  d F d'S  dF  _ dV 

dndt  ( dS  \ du  du,  du  du 

dW) 

d’où 

dp  _dV_d¥ d U 

dt  du  du  du  ' 


et  c’est  la  seconde  des  équations  (g).  Donc  les  valeurs  des  incon- 
nues déterminées  par  les  équations  (16)  satisfont  aux  équations 
différentielles  du  mouvement,  ce  qu’il  fallait  établir. 

En  supposant  la  fonction  S définie  par  la  formule  ( » 4 )•»  un  a,  en 
vertu  des  équations  (6)  et  (7'), 


ce  qui  s’accorde  avec  la  définition  de  S donnée  au  n"  i. 

39. 


! 
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Les  équations  (16)  et  (•/)  sont  comprises  dans  la  suivante, 

(,-j)  5S=^?(/>5« -+-«'£<*)  » 

qui  représente  ainsi  à la  fois  les  intégrales  premières  et  finales. 

5,  De  la  fonction  caractéristique.  — L’équation  (it)  donne, 
en  remarquant  que  H est  une  constante  d’après  le  principe  des 
forces  vives, 

S = 2 J' Tdt  — H t, 

maison  a aussi,  en  vertu  de  l’équation  {S)  du  n°  h-, 
dS 


dt 


— — H i 


par  suite, 


= ’/T"' 


est  une  fonction  des  coordonnées  et  des  arbitraires,  qui  ne  ren- 
ferme pas  le  temps  explicitement. On  pourra , dans  la  recherche  de 
la  fonction  principale  S = V — Ht,  substituer  la  fonction  carac- 
téristique V qui  renferme  une  variable  de  moins. 

d S dV  ...  . //\l  î,. 

Deceuue — — -j- , lequation  (14;  nonne  pour  l equation 
1 du  du 

aux  différentielles  partielles  de  V 


08) 


(dV  dV 
^ yda’  du, 


, u,  u„  . . 


U 


H, 


dont  l’intégrale  contiendra,  en  dehors  de  H qui  joue  ici  le  rôle  de 
constante  déterminée,  v — t constantes  arbitraires,  plus  celle  qui 

s’ajoutera  à V.  Connaissant  cette  fonction,  on  trouvera 

S=  V — Ht, 

expression  dans  laquelle  H jouera  le  rôle  d’une  arbitraire,  par 
suite  de  l’introduction  de  la  nouvelle  variable  t . 

Le  temps  n’entrera  pas  exjdicitement  dans  les  intégrales  des 

équations  ( g)- mises  Sous  la  forme 

rfH  d H 

• — • • • » 

dp  dp. 


dH  d\\ 

dp  : dp,  ...-.du:  du,  — — — — 
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et  il  ne  sera  introduit  qu’accompagné  d'une  seule  arbitraire^  la 
fin  du  calcul,  par  les  quadratures 


et,  comme  H est  l’une  des  constantes  arbitraires  de  la  solution 
complète  de  l’équation  ( 1 4 )»  on  obtiendra  (5)  une  des  intégrales 
en  égalant  cette  dérivée  à une  constante.  Cette  intégrale  devant 
coïncider  avec  l’une  de  celles  qui  sont  comprises  dans  la  for- 
mule (t),  doit,  par  suite,  être  de  la  forme 


(»9) 


dS  d\ 

J5  = ''  ÎH=,+'‘ 


6.  Méthode  d' intégration  de  Jacobi. — En  général,  la  détermi- 
nation de  S ou. 'de  V suppose  résolu  le  problème  du  mouvement; 
car  la  théorie  connue  des  équations  aux  différentielles  partielles, 
appliquée  à l’équation  (i4)  ou  (18),  conduit  à des  équations  diffé- 
rentielles simultanées  qu’il  faut  d’abord  intégrer,  mais  qui-  ne  sont 
autre  chose  que  les  équations  (8)  du  mouvement.  Cependant  les 
propriétés  des  fonctions  S et  V permettent  dans  un  certain  nombre 
de  cas,  connaissant  un  certain  nombre  d’intégrales,  de  trouver 
les  autres  à l’aide  d’une  méthode  générale  due  à Jacobi,  et  • 
que  nous  allons  appliquer  seulement  au  cas  de  deux  varia- 
bles u et  le  seul  qui  se  présente  dans  la  théorie  du  système  du 
monde. 

On  a (3),  pour  les  équations  du  mouvement, 


s 


d H ' 

du i 

d H 

dp  ' 

^ Tt 

~ dp , ’ 

dn 

• d/,, 

d\\ 

d,,' 

dl 

du. 
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en  se  rappelant  que 

dT  dT 

. P du.'  ’ du  y 

Supposons  que,  en  outre  de  l’intégrale. 


H = const., 

fournie  par  le  principe  des  forces  vives,  on  en  connaisse  une  autre 
de  la  forme 

K = const., 


K étant  une  fonction  de  p,.p„  qui  ne  renferme  pas  t;  on  a 

dK. 


dK  J . dK  , ■ d K . 

d K = — — du  4-  -j—  du,  -(-  —j—  dp 
du  du,  dp 


tlpy 


djj,  = o. 


ou,  en  vertu  des  équations  (a), 


...  fH  K\ - — — - — — 4-  — rfH  rfK  _ 

’ dp  du  du.  dp  dp i du,  d’à,  <a^>, 

Mais  si  l’on  suppose  p et  p,  exprimés  en  fonction  de  u et  u,  au 
moyen  des  deux  intégrales  ci-dessus,  on  a aussi 


o = 


o = 


d H dp 
dp  du 
</K.  dp 
dp  du 
d H dp 
dp  du  , 
t/H  dp 


-£H 

du 

dK 

du 
dH 
du, 
dK 

du,  dp  du, 


d 1 1 tt fi , 
dp  | rlu  1 

dK  r/p, 

dp,  du  ’ 

dp,  du,  ’ 

dp,  du,  ' 


dp 


d’où,  en  éliminant^-  entre  les  deux  premières  de  ces  équations 

dp, 
du, 

I 

tats, 


et  entre  les  deux  autres,  puis  faisant  la  différence  des  résul- 

= (H,K)4-(f  £ (p-±\9 

1 \dp  dp,  dp,  dp  ) \ du  riUi  J ’ 
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et  enfin,  en  ayant  égard  à la  relation' (6),  , * 

dp,  dp 

du  du, 

Il  suit  de  là  que  pdu  -\-p,du , est  une  différentielle  exacte,  et  que 
l’on  peut  obtenir  l’intégrale 


(c)  V — J [pdu-t  p,du,), 

qui,  substituée  dans  l’équation  (i8)en  ayant  égard  à la  valeur  (fl) 
de  T,  la  transforme  en  une  identité;  et  comme  elle  renferme  deux 
constantes  arbitraires,  l’une  K,  l’autre  introduite  par  l’intégra- 
tion, V est  la  fonction  caractéristique.  Donc,  d’après  les  n°‘  5 et  6, 
on  aura,  pour  les  deux  intégrales  qu’il  restait  à trouver, 


, t • dS  dV  dV 

W dK=rfK=COnSt”  = 

Connaissant  la  fonction  V,  on  en  déduira  immédiatement 


S = V — H r. 

7.  Application  au  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil.  — 
Proposons-nous  de  déterminer  le  mouvement  relatif  d’une  planète 
m autour  du  Soleil,  l'attraction  mutuelle  variant  proportionnelle- 
ment aux  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Continuons,  comme  au  chapitre  Ier,  à appeler  M la  masse  du  Soleil, 
et  à poser  [i  = (M  -j-m)  ; la  force  apparente  qui  sollicite  m étant 


■ 1 

mu 1 

» « » 

V 

— f-5  on  a 
r 2 

y = H£ 

r 

ci 

T 

«*(*»+ y. + h=T-^. 

2 . r 

(*)  C’est  ce  que  l’on  peut  vérifier  en  remarquant  que  l'équation  (c)  donne 


n'V 

/ dp  d H 

dp,  JH' 

U=:,-i!d<  = 

</  K 

d K dK  ' 1 

y d K dp 

* d K dp,, 

1 d K 

rfV 

ÈLdu  + ±'d,,-Jl 

( dp  d H 

dp,  rfll  > 

) d,-™d, 

,7F  ~ 

d II  d H 1 ' 

(dH  dp 

dH  dp,  ) 

1 d M 

«, 


dt. 


V 
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Remplaçons  les  coordonnées  rectilignes  par  les  coordonnées  po- 
laires, et  appelons  à cet  effet  X l’angle  formé  par  r avec  sa  projec- 
tion sur  le  plan  xy,  L l’angle  compris  sous”  cette  projection  et 

l'axe  des  x : on  a 

• / * ’ • 

x—r cosL,  y rcosX sinL,  z = rsinX, 

et  en  affectant  d’un  accent  les.  nouvelles  variables  r,  X,  L pour  dé- 
signer leurs  dérivées  par  rapport  au  temps, 


'•  T = — r1  (L/’cos’X  -(- X'1)], 

et  enfin,  en  introduisant  les  dérivées, 


f/T 


,lr'=mr  =P> 

r/T 

——  = wr 2 cos’  XL  = p,, 
(i  L 

rfT 

— —mr'V  =p„ 


on  trouve 


H = — (p’  -+-  -p^r  — — - 

2 m\  r'cos  X - r J r 

Les  équations  du  mouvement,  d’après  . les  formules  (g)  du  n°  3, 
prennent  par  suite  la  forme  suivante,  en  supposant  que  u,  u , 

représentent  r,  L,  X : 

dr  r’cos'irfL  r’f/X 

dt  — m — — m — ; =:  ni 

!>  p,  p. 


ilp 


IrftL 

\ dr 


dp,  r*dp , 

- - = — 2 ni — - ; 

o , //Sec,X. 


p : 


f/X 


on  tire  de  là  : i°  dp,  = o,  d’où  p,  = iny,  7 étant  une  constante; 


f/X 


7.  dp  7 


d séc'X 


> d’où 


P\ 


f/X 


(»i 


p’ -£ïï)’  ' • 
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c étant  une  seconde  constante;  3°  = — > d ou,  en  po ■ 

P>  P > 

7 * ... 

sant  - = cos<p  et  désignait  par  $c  une  troisième  constante, 

* * ' * • 

(0)  tangX  = tangosin  (L — a), 

ce  qui  exprime  que  la  trajectoire  est  comprise  dans  un  plan  in- 
cliné de  l’angle  ç sur  le  plan  xy,  qu’il  coupe  suivant  une  droite 
faisant  l’angle  a avec  l'axe  des  x.' 

Les  trois  intégrales  ci-dessus  ne  sont  autre  chose  que  celles  qui 
sont  fournies  par  le  principe  des  aires. 

La  variable  L,  n’entrant  que  par  sa  différentielle  dans  les  équa- 
tions du  mouvement,  se  trouvera  toujours  ajoutée  à la  constante, 
— a,  de  sorte  que  l’on  aura 


mais  (n°*  k et  6) 


d S d T 

dL==dL'=P'  = mr’ 


Prenons  maintenant  pour  plan  fixe  le  plan  même  de  la  courbe, 
pour  réduire  à‘  deux  le  nombre  des  coordonnées  et  rentrer  dans 
le  cas  du  n”  7,  et  soit.p  la  longitude  de  la  planète  comptée  à partir 
du  nœud,  on  aura  • 

(y.)  cosc  = cosa  cos(L  — aj. 

Si  l’on  remplace,  dans  l’expression  ci-dessus  de  H,  L par  v, 
X par  o,  et  que,  l’on  pose 

dT 


on  trouve 


h--L(,.  + £V_- 

. 2 nr  \ ri  J r 
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et  les  équations  du  mouvement  deviennent  par  suite 


rfr  dv 

dt  — ni  — = mr1  — = ■ 
/'  «Ÿ 


dp 


dq 


d--t  — ? 


- dr 


d’où  l’on  tire  d’abord  l’équation  des  aires,  k étant  une  con- 
stante, 

(X)  7 — • 

En  différentiant  l’équation  ( r. ) par  rapport  à r,  le  résultat  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

sin v.q  = sinX/z, cos(L  — a)  -t-  ——?• 

* COS  A 

Pour  L — a = go°,  on  a *>=90°;  et,  d’après  la  formule  (8), 
X = <j>  ; par  suite, 

r _ P[_  _ "'7  ..  , , _ _7_ 

^ COSO  COSlj/  COSlj) 

En  remplaçant,  dans  l’expression  ci-dessus  de  H,  q par  sa  va- 
leur, l’équation  des  forces  vives 

H — mh , 

dans  laquelle  h est  une  constante,  donne 
tf*)  P=mp, 

. • A , 

eu  posant 


P 


1 h — 


A» 


En  appliquant  aux  intégrales  (X)  et  (p)  le  théorème  du  n"  7, 
on  a pour  déterminer  la  fonction  caractéristique 


^ J pdr  -+-  X v ^ 


y~  J' (p  dr  -f-  q (h’)  — m 
et  par  suite 

(21)  S — m yj  pdr-+r  ln>  — ht  j • 

La  valeur  de  e étant  censée  donnée  par  l’équation  (*),•  S se  trouve 
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ainsi  exprimé  au  moyen  des  coordonnées  r,  L,  X et  des  trois 
constantes  a,  h,  k.  On  a donc  (6)  pour  les  deux  intégrales  cher- 
chées, en  appelant  e,  et  / deux  nouvelles  constantes  arbitraires, 


ilS 

Tk 

ilS 

dh 


S / Pdr)=mv'> 


d 

dk 


Si  nous  choisissons  pour  origine  des  intégrales  qui  entrent  dans 
ces  formules  celle  des  deux  racines  de  l’équation 

dr 

P — = o,  ou  p — o, 

qui  correspond  à un  minimum  de  r ou  au  périhélie, 

se  réduisent  respectivement  à 

X>  /> 

1 1 dr,  dr,  , , , , 

par  suite  de  ce  que  les  termes  — p,  -jr-»  — p,  -tr  résultant  de  la 

dk  dh 

variation  de  la  limite  inférieure  sont  nuis. 

L’intégrale  jf  dr  étant  un  angle  qui  s’évanouit  au  péri- 
hélie, e,  n’est  autre  chose  que  la  longitude  du  périhélie,  comptée 
à partir  du  nœud  ascendant,  et  l’on  voit  de  même  que  — l est 
l’époque  du  passage  au  périhélie.  ■ . 

En  résumé,  S étant  déterminé  par  l'équation  {311),  les  intégrales 
des  équations  du  mouvement  seront 


(2?) 


lis 

dÔ 


dS 
dk  : 


dS 

dh 


I**s  considérations  precedentes  sont  indépendantes  de  la  loi  de 
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l’attraction;'  nous  allons  maintenant  développer  le  calcul  dans 
* ‘ a m _ ^ • 
l'hypothèse  admise  relative  à la  gravitation.  Posant 


7.a 

r=  a 1 — e cos  / 


h — —,  k*  = ua  (y  — e5), 

> la 

«)•  \Z%=n’ 

S=m  | y/pff(«  + esinM}—  h arc|cos=  -Xr — ^ +^9  /«*  j» 


il  vient 


d’où 


1 zfS  a(\  — e')  — r 

— — = — arc  cos 1— 1-  <’ = •’i* 

m dk  cr 

1 dS 
m dh 

1 d S ^ du  

m dtx  da. 


/a*  . , 

: t / — tu  — e sinu)  — t = l, 

V p 


/•  cos).  sin  (L  — a ) . 


sine 


: — 7 1 


ou 


«('— ■ gl) 

1 4-  ecos  (e  — •>,) 


t -+-/=;  n (n  — c sin«). 


. cos ) sin  (L  — a) 

sin  e = — 1 

cos<p 

et  ce  sont  bien  les  formules  du  mouvement  elliptique  que  nous 
avons  trouvées  au  chapitre!". 

8.  Méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  ■ — Sup- 
posons que  H se  composant  de  deux  parties,  où  que  H = H,  4-  H;, 
on  connaisse  les  intégrales  des  équations 

• du  __  d H , dp d\\, 

^ ° ^ dt  dp  5 dt  dt 


qui  seraient  celles  du  mouvement  si  II,  était  mil,  et  soit 

* S f 

.(6)  o =/(£,  ■ • »/'* /*!»••  ) a,  a,,  . . .,  a , a,,  . . .) 

l’une  de  ces  intégrales. 

Proposons-nous  de  représenter  les  intégrales  relatives  à la  va- 
leur totale  de  H par  tics  équations  de  la  forme  ( b),  dans  lesquelles 


■ .♦ 
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a,  a„  . . . , a,  a' , ne  représenteront  plus  des  constantes,  mais 

des  fonctions  du  temps  qu’il  faudra  déterminer. 

Les  variations  que  dite  t dp  éprouveront  par  suite  de  la  consi- 
dération du  terme  fl,.,  représentées  par  le  symbole  d' , auront 
pour  valeurs  i 


(*) 


d H,  , 


et  ces  formules  et  leurs  analogues  seront  toutes  comprises  dans  la 
suivante 


( d ) Y (d'uip  — rl,p3u)  = dtd'Hi. 

• 

D’autre  part,  les  différentielles  (c)  résulteront  des  accroisse- 
ments dm, . . . ,d  a', . . . donnés  il,...,:1,..,  dans  lés  équa- 
tions (b),  sans  faire  varier  le  temps,  ou  encore  s’obtiendront 
par  une  opération  identique  à celle  par  laquelle  on  obtient  les 
Su,  Sp,. . . en  remplaçant*?  par  d devant  les  constantes.  La  for- 
mule (17)  donne  par  suite 


</'S  = ^ -H  a' dm). 


Différentiant  respectivement  ces  deux,  formules  par  S et  d',  et  re- 
marquant que  Sd’S  — d'SS,  Sd’u  = d'Su,  elles  donnent  par 
différence 

» V ' • 

( d'uSp  — d'pSti)  = (du'Sm  — dmSx') , 

ou,  en  vertu  de  l’équation  (d), 

[dm'Sm  —r  dctSm')  dtd  H, , 

équation  qui  so  décompose  en  2v  autres  de  la  forme 

dm  d H,  dm!  f/fl  , 

(23)  -j-  — —— . 

Ainsi  la  fonction  principale  S dans  l’hypothèse  H,  = o jouit  de 
cette  propriété  que,  étant  mise  sous  la  forme 
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les  arbitraires  se  trouvent  partagées  en  deux  séries  qui  se  corres- 
pondent deux  à deux  de  manière  à satisfaire  aux  équations  (a3). 

Si,  au  lieu  dea,  a,,. . a',  a',,  on  introduit  d’autres  arbitraires 
p,,  p„. . celles-ci  ne  pourront  être  que  des  fonctions  des  pre- 
mières et  leurs  différentielles  seront  de  la  forme 


ou,  en  vertu  des  équations  (23), 


d£md  H,  dp.rfHA 


d<x'i  da,  ) ’ 


mais  on  a 


d H, 
da.: 


H ■“,  il  p*  d a,  ’ da,  c/p*  da'i  ’ 

si  donc  on  pose 


(24) 

un  a 
(a5) 

formule  due  à Lagrange  et  dont  l’équation  (2)  du  n°27,  cliap.  II, 
n’est  qu’un  cas  particulier. 

9.  Application  aux  perturbations  planétaires . — La  théorie 
précédente  s’applique  immédiatement  aux  perturbations  plané- 
taires. En  considérant  H,  comme  la  portion  de  H qui  provient  des 
forces  perturbatrices  et  en  appelant  R la  fonction  perturbatrice, 
on  a 

H,  = — m R. 


*-«-£  535-55  ■ 


D’autre  part,  en  comparant  les  équations  (22)  du  nu  7 au 
type  ^ ==  a',  on  voit  que  si  l’on  prend  pour  les  constantes  a les 
quantités  h,  k,  a,  les  a'  correspondants  seront  ml,  mv,,  — m y ; 
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les  mêmes  équations  donneront  par  suite 


(2.6) 


' dh 

r/R 

dk 

,r/R 

dx 

r/R 

j dt* 

TP 

~di 

d'I 

dt  — 

dy  ’ 

1 ,U 

r/R 

di>\ 

z/R 

dy  _ 

r/R 

\ Â-* 

■ • Th' - 

dt 

—,  dk  ’ 

dt 

da 

On  a d’ailleurs , comme  dans  le  texte  (33) , 

6)  = i>,  -t-  a,  t — ni  -f-  u — /»/-)-<',-+-  a. 

Si  maintenant  nous  désignons  par  p,  q deux  quelconques  des 
six  constantes  a , «,  e,  a,  a,  q que  nous  substituerons  aux  variables 
des  équations  (26),  nous  aurons,  en  vertu  de  l’équation  (24), 


(*7) 


(„  Ia.Ii. 

\r  • y f'  ll{  ijh  d dk 


dp  dq 

TlTl 


dp  dq 
dk  r/i>. 


dp  dq 
dq  da ? 
dp  dq 

+ T«dï 


avec  les  relations  ci-dessus  et  la  suivante 

yz=zk  cos  q. 

Nous  poserons,  pour  abréger, 


V 1 — eJ=/> 

< . t/z<  3n  „ . . 

en  nous  rappelant  que  tdrd  — p Ou  y = On  obtient  ainsi 


da  _ nd  da  __  da 

dk  p ’ dl  dk 

dt  3 anl  dt  dt 

d/i  p 

de  ap 


dl  ~ dk  ~ °’ 


dh  p c 
di u 

dh=°' 

du 

dh~  °> 
do 

dh~  °’ 


fie 

Tl 

dh> 

Tl 

d x 

Tl 

dj 

dt 


de 

Tk  ' 

r/01 


anf 


da 

Tx 

de 

dV\ 

de 

d<\ 

d 01 


a 

da  da 

-7-  = o,  — = o, 

dx  d y 


'IL 

dx 
de 
dx 
d 01 


1 ’ d a 1 ’ tl  y 


r/a.  °’  dy~°' 


<u_ 

(l  y 
de 
ily 
r/01 


= 0, 

11 

O 

r/c,  “ r> 

cl  a ~ *’ 

dy 

= O, 

d a 

da 

da 

da 

= 0, 

N 

11 

p 

r/e,  ~ °’ 

Ta=  *’ 

dy 

==0, 

V 

= 0. 

1 

h 

an  cot  7 

__7_, 

do 

p ;=0> 

do 

— °, 
da 

do 

T/ 

an  coséc  <p 

k»' 
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Remplaçant  dan»  l'expression  (iq)  p successivement  para,  «,  « 

e,<u,  a,  on  trouve 

' » '.  . . • • ‘ * 
la7  tlq 


(".  n) 


ai 


(c  n\ _ „ 4r  , 3 nnl  d(i  ,dt,de> 

«„>  = _ ’£.  •k  _ 23T  4t, 

**"  Ut  rtP, 


P* 


i : . clq  dq 


4“i7) 


= 


Remplaçant  enfin  dans  ces  dernières  formules  q successivement 
par  e,  e,  a,  a,  f,  et  portant  les  valeurs  obtenues  dans  la  for- 
mule (25),  dans  laquelle  on  supposera  que  H,  = — R,  et  que  les 
variables  pm,  p*  représentent  les  quantités  a,  1,  e,  a»,  a,  <p,  on  ob- 
tiendra les  variations  du  mouvement  elliptique  sous  la  même 
forme  que  dans  le  texte. 


. •> 


FIN. 


..  > 
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